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INTRODUCTION 



La géométrie, qui depuis plus de deux mille ans sem- 
blait avoir atteint à peu près la perfection à laquelle puisse 
aspirer une science humaine, a été attaquée, au cours du 
siècle qui vient de finir, par des mathématiciens de premier 
ordre, et Ton a vu s'élever contre le système admis depuis 
Euclide des théories nouvelles qui ont la prétention de 
former une géométrie yénérale, dont ce système serait un 
cas parti culicr. 

Ces théories, souvent appelées géométries non-eucli- 
diennes, parce qu'elles rejettent certaines propositions 
fondamentales de la géométrie d'Euclide, ont, depuis un 
quart de siècle surtout, attiré l'attention des philosophes 
et donné lieu à des discussions fort intéressantes ; mais la 
plupart de ceux qui ont traité ces questions, oubliant qu'il 
n'appartient pas ù la géométrie de répondre à ceux qui 
attaquent ses principes, ont voulu faire sortir de ces sys- 
tèmes des conclusions philosophiques sur des problèmes 
tels que les fondements de la géométrie ou le nombre des 
dimensions de l'espace. 

C'est par la méthode inverse que nous essayerons, 
après avoir recherché quelles sont les notions métaphy- 
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siques que nous avons sur l'espace géométrique, de déter- 
miner quelle géométrie répond le mieux à ces notions. 

Comme fondement de cette étude, il a paru néces- 
saire de donner un double aperçu des géométries non- 
euclidiennes. Dans le chapitre premier nous considérerons 
donc leur développement historique, non point dans toute 
son extension, — ce qui serait sortir des limites que je 
me suis tracées, — mais seulement autant qu'il est néces- 
saire pour comprendre pourquoi et comment se sont 
formées ces géométries. A ce point de vue, c'est la pre- 
mière des trois périodes que distinguent MM. Klein et 
Russell qui seule nous interesse et c'est sur les auteurs de 
cette période que nous porterons notre attention. J'ai 
évité autant que possible tout ce qui n'a pas trait directe- 
ment au but poursuivi ; c'est pourquoi on ne trouvera 
qu'ïi la fin de l'ouvrage, en appendice, les indications 
bibliographiques. 

Le second chapitre présente l'exposition méthodique 
des géométries non-euclidiennes, avec les explications 
nécessaires pour l'intelligence de certaines expressions 
mathématiques qu'il était impossible d'éviter. lien ressort 
que ces géométries sont actuellement constituées comme 
systèmes logiques reposant sur les définitions d'une pre- 
mière ligne, d'une première surface, d'un premier 
espace 

C'est l'étude de ces définitions et leur comparaison 
avec les définitions d'Euchde qui forment le fond de ce 
travail. Et puisque toute définition porte sur un concept 
qu'il s'agit d'exprimer par le langage, nous consacrerons 
le chapitre troisième à rechercher quels sont les éléments 
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qui entrent dans la notioij d'espace géométrique, et nous 
pourrons déjà constater que les nouvelles théories ne 
reposent pas sur cette notion, prise dans toute sa géné- 
ralité. Le chapitre suivant complète ces premières vues, 
en montrant que les définitions sur lesquelles se basent 
ces systèmes sont moins intuitives, et par conséquent 
moins bonnes que celles qui leur correspondent dans la 
géométrie d'Euclide. 

Un cinquième chapitre aborde la question des dimen- 
sions de l'espace, question qui est soulevée indirectement 
par l'exposition méthodique des géométries non-eucli- 
diennes, et directement par les travaux de la seconde et 
de la troisième période du développement de ces géomé- 
tries. Aucun fait précis n'ayant été allégué, qui nécessite 
l'hypothèse d'une quatrième dimension de l'espace, nous 
nous contenterons de signaler quelles analogies mathé- 
matiques permettent de donner à des relations purement 
analytiques l'apparence d'un langage géométrique, et d'é- 
tablir que l'argument de Helmholtz ne peut servir de 
base à une induction sur l'existence réelle de l'hyper- 
espace. 



CHAPITRE PREMIER 

APERÇU HISTORIQUE SUR LE DÉVELOPPEMENT DES GÉOMÉTRIES 
NON-EUCLIDIENNES 

* 
I. — Les précurseurs des géométries 

NON-EUCLIDIENNES 

C'est dans les Eléments mêmes cTEuclide que l'on doit 
chercher le point de départ des systèmes de géométrie — 
communément appelés géométries non-euclidiennes — 
qui se sont développés au cours du siècle dernier. C'est 
la négation de certaines propositions non démontrées, 
que le géomètre grec présente comme complément né- 
cessaire de sa définition de la ligne droite, qui a donné 
naissance à ces nouvelles théories mathématiques. - 

Si Euclide ne s'explique pas sur la validité de ces pro- 
positions, nous ne pouvons le lui reprocher, car ce n'est 
pas à la géométrie, mais à la philosophie, à la théorie de- 
la connaissance, qu'il appartient de constater quelle est 
leur valeur. Toutefois, les mathématiciens, — et c'est 
leur droit — ont de tout temps cherché à réduire le nom- 
bre de ces propositions, et leurs efforts se sont portés 
presque exclusivement sur l'une d'elles qui ressemble da- 
vantage à un théorème et qu'instinctivement on a nommée 
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le postulat cTEuclide : Si deux droites, rencontrant une 
autre droite, font avec elle des angles intérieurs, du même 
côté, dont la somme soit inférieure à deux droits, ces deux 
droites prolongées indéfiniment se rencontreront du côté ou 
la somme des angles est inférieure à deux droits (i). 

En parcourant le premier livre des Eléments, on remar- 
que que ce postulat est en réalité la réciproque de la vingt- 
huitième proposition, et tout naturellement il vient à l'es- 
prit de se demander si Ton ne pourrait combler la lacune 
qui semble se produire dans la suite des déductions géomé- 
triques. Mais, « ce n'est pas par hasard, fait remarquer 
M. Stâckel, que les vingt-huit premiers théorèmes sont 
absolument indépendants du cinquième postulat, appelé 
axiome des parallèles, et que celui-ci apparaît pour la 
première fois dans la démonstration du vingt-neuvième 
théorème ; ce n'est pas par hasard que l'angle extérieur 
d'un triangle est étudié en deux endroits : d'abord, dans 
le théorème XVI, on ne fait que montrer qu'il est plus 



(i) Kal ëav eiç 8tSo euÔeiocç suôsta e ( u.7u r 'TCXOuaa xà; ivxôç xaî èVi xà auxà 
[1.4^7] ycoviaç 8uo opÔwv IXàaŒOva; rcoiî), £x6aXXo[jiva; xàçSuo eùOet'a; in' àrcsipav 
au[j,7ut~xeiv, eç' a [iipr\ sïalv al -ûv 8Jo opÔùiv IXàaaovEç. 

Les manuscrits d'Euclide ne s'accordent pas sur le rôle de cette propo- 
sition. Ils la rangent tantôt parmi les Aix^axa (postulats), tantôt parmi les 
Kotvai ëwoiai (notions communes). Nous entendons par notions communes 
les notions premières communes à la Mathématique tout entière, et par 
postulats celles qui n'appartiennent qu'à la Géométrie. Nous en tenant donc 
à l'ordre suivi par le manuscrit du Vatican, que Peyrard a édité en i8i4» 
nous considérons ce postulat comme le postulat V. Divers auteurs l'ap- 
pellent axiome XE, axiome des parallèles et même axiome des trois droites. 
Dans la suite, nous aurons parfois à parler d'une autre proposition d'Eu- 
clide ainsi conçue : Deux droites nenceignent pas un espace ; et nous 
l'appellerons postulat VI ou aussi, mais moins justement, axiome des deux 
droites. 
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grand que chacun des deux angles intérieurs opposes, et 
plus loin, dans le théorème XXXII, on établit que l'angle 
extérieur est absolument égal à la somme des deux angles 
intérieurs. Cette disposition autorise à conclure qu'Eu- 
clide s'est Fort bien rendu compte de la difficulté cachée 
dans la théorie des parallèles (i) ». 

On peut à peine se faire une idée des efforts tentés pen- 
dant vingt siècles pour ramener le cinquième postulat aux 
précédents, ou le remplacer par une proposition plus in- 
tuitive, jusqu'au jour où les travaux de Lobatschewskij, 
Bolyai et Beltrami sont venus montrer que ces efforts ne 
pouvaient aboutir. Nous n'avons pas à rappeler ces ten- 
tatives presque infructueuses des Proclus, des Nasir Ed- 
din, des' Clavius, des Wallis, des Legendre et de tant 
d'autres géomètres renommés : ce serait sortir de notre 
sujet (3), Remarquons toutefois qu'on trouve déjà chez 



(1) « Es îst kein Zufall, das die ersten acbtundzwanzig Sàtze von der 
fuiiflen Forderung, dem sogenannten Parallelenaxiom, durchaus unabhiingig 
sind T uud dafa dièse erst beim Beweise des neunundzwanzigsten Satzes eïn- 
tritt, es îst kcin Zufall, dass der Aussenwinkel des Dreiecks an zwei Sl-ellcti 
beliaudelt wirrï ; zuerst, in Satz 16, wird nur gezeigt, dass er grôsser îst al» 
jodor der beideri ihm gegenûberliegenden inneren Winkel, und erst spâter, 
in Satz 3a, stellt sich heraus, dass der Aussenwinckel der Summe jener 
beiden inneren Winkel genau gleich ist. 

Dièse Anordnung berechtigt zu den Schlusse, dass Euclid die in der Paral- 
lelcn théorie verbozgene Schwierigkeit sehr wohl durschschaut bat. » 
StXc:kel, Die Théorie der Parallellinien von Euclid bis auf Gauss, p. 3. 

(a) M. Brun el, dans une Notice sur l'influence scientifique de 
Guillaume-Jules Houël, donne une liste des principaux essais ; il en indique 
soixante-quinze rien que dans la première moitié du xix e siècle. (Mém. de 
la Société de* Sciences phys. etnat. de Bordeaux, t. IV, 3° série, 1888, 
p. a 4 et suiv. en note.) 

M. Stack.il (op. cit.) donne la liste complète de ces essais depuis ïiSa 
jusqu'à iB'à^\ avec indication des sources bibliographiques. 
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le jésuite Clavius et chez Giordano da Bitonto la figure 
sur laquelle s'appuie Saccheri (1667-1733) (i), qui, par 
un essai génial^), abandonnant les méthodes directes de 
démonstration, introduisit le doute méthodique dans ses 
recherches pour s'assurer par la déduction de la nécessité 
du postulat à la base de la géométrie. 

Aussi peu heureux que ses devanciers, le jésuite ita- 
lien ne trouve pas la vraie solution, mais il avait ouvert 
une voie nouvelle qui mène logiquement au résultat, et 
c'est par cette voie qu'un siècle plus tard devait aboutir la 
découverte des géométries non-euclidiennes. S'il n'est pas 
l'inventeur, il est le premier précurseur des nouveaux 
systèmes. 

Il établit tout d'abord que, dans an quadrilatère ABCD 




dont les angles en A et en B sont droits et les côtés AC et 
BD égaux, les angles en C et D sont aussi égaux. De là, 



(1) Né à San Renao, dans la République de Gênes, le 5 septembre 1667, 
Girolamo Saccheri fut admis dans la Compagnie de Jésus le 24 mars i685. 
Il enseigna successivement la grammaire au Collège di Brera, à Milan, puis 
la philosophie et la théologie à Turin, et, à partir de 1697, les mathéma- 
tiques à l'Université de Pavie. Il mourut à Milan, le 25 octobre 1733, 
l'année même où paraissait celui de ses ouvrages qui devait faire passer son 
nom à la postérité. 

Cf. Sommervogel, S. J. Bibliothèque de la Compagnie de Jésus, nouvelle 
édition, 1896. Bibliographie, t. VII, col. 36o-362. 

(2) « Geistricben Versuch. » Stâgkel, op. ci*., p. 37. 
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trois hypothèses possibles : ces angles sont droits, aigus ou 
obtus. Que Tune d'elles soit vérifiée dans un seul cas, elle 
sera la seule vraie dans tous les cas (prop. V., VI., VII)» 
Il faut donc montrer que les deux dernières hypothèses 
aboutissent à des contradictions et la nécessité du postulat 
sera établie. S'appuyant à tort sur la seizième proposition 
du premier livre des Eléments, proposition qui demande 
certaines restrictions dans l'hypothèse de l'angle obtus, 
Saccheri parvient assez facilement à établir que l'hypo- 
thèse contredit cette proposition qui est indépendante du 
postulat. La discussion de l'hypothèse de l'angle aigu est 
beaucoup plus longue, et malgré l'ingéniosité déployée 
par l'auteur, cette hypothèse ne reçoit pas — de son pro- 
pre aveu — une réfutation absolument rigoureuse. 

Il y a dans cet ouvrage beaucoup de propositions qui 
ont été attribuées à des géomètres postérieurs. Ainsi Sac- 
cheri démontre que, si le postulat V d'Euclide n'est pas 
vrai, deux droites situées dans un même plan se rencon- 
trent, ou sont asymptotes l'une à l'autre, ou perpendicu- 
laires à une droite commune à partir de laquelle elles 
divergent indéfiniment ; — proposition identique à celle 
sur laquelle Lobatschewskij a basé toute sa géométrie. C'est 
ainsi encore que dans la seconde partie de son œuvre (prop. 
XXXIV et suiv.) il considère en géométrie plane le lieu 
des points situés à égale distance d'une droite, lieu que les 
géomètres postérieurs étudient sur le nom d'horicycle. 

Plus heureux que Saccheri, un géomètre suisse, Lam- 
bert (i), allait bientôt trouver la solution du cas où l'on 



(i) Johann-Heinrich Lambert naquit le 26 août 1728, à Mulhouse, ville 



■ftiJi. l ■; 



.^; +*^ e ^ % :~C. 
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suppose Tangle obtus, et pressentir celle qui se rapporte 
à l'hypothèse de l'angle aigu. 

Connaissait-il l'œuvre du jésuite italien? C'est assez 
probable ; en tous cas, le point de départ de ses recherches 
est à peu près le même. Tandis que Saccheri considère 
d'abord un quadrilatère dont deux côtés opposés sont 
égaux et forment avec un troisième côté des angles droits, 
Lambert part d'un quadrilatère trirectangle et examine 
successivement les trois hypothèses suivantes : le qua- 
trième angle est droit, obtus ou aigu. Il traite à part cha- 
cune de ces hypothèses et montre facilement que la pre- 
mière correspond à la géométrie euclidienne ; il constate 
que la seconde, incompatible avec le postulat VI d'Euclide, 
est réalisée sur la sphère (i), et que la troisième aurait 
lieu sur une surface qu'il nomme par analogie surface 
sphérique imaginaire, mais qu'il ne sait pas déterminer. 
« Il me semble remarquer, dit-il, que la deuxième hypo- 
thèse (angle obtus) se réalise quand, au lieu de prendre 
des triangles plans, on les prend sphériques, puisque 
dans ces triangles, la somme des angles est supérieure à 
i8o° et l'excès est proportionnel à la surface du triangle. 



qui faisait alors partie de la Confédération helvétique. En 1766, il écrivit un 
mémoire intitulé : « Théorie der Parallellinien ». Mais ce n'est qu'en 1786 
(9 ans après la mort de l'auteur) que cet ouvrage fut publié par Johann 
Bernoulli, neveu du célèbre mathématicien baslois et fondateur de la revue 
Magazin fur die reine und angewandte Mathematik. 

(1) Bien que ne l'ayant pas introduite dans ses Éléments, Euclide con- 
naissait la géométrie de la sphère constituée avant lui par Eudoxe et Auto- 
lycus, et il n'est peut-être pas téméraire de penser que ce soit pour recon- 
naître l'insuffisance de sa définition qu'il a formulé le postulat des parallèles 
tous au début de son œuvre. 
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ce II me semble encore plus remarquable que cela 
puisse se démontrer indépendamment de la difficulté des 
parallèles et ne présuppose d'autre axiome, si ce n'est que 
tout plan passant par le centre de la sphère la partage en 
deux parties égales. 

a Je devrais presque en tirer la conclusion que la troi- 
sième hypothèse se réalise sur une surface sphérique ima- 
ginaire. A tout le moins doit-il y avoir une raison pour 
laquelle elle ne se laisse pas, dans le cas des surfaces 
planes, détruire aussi facilement, tant s'en faut, que la 
seconde (i). )> 

S'il appelle cette surface sphérique imaginaire, c'est 
qu'il a constaté que, dans la troisième hypothèse, Taire 
d'un triangle est proportionnelle au déficit angulaire, 
c'est-ù-dire à la différence entre 180 degrés et la somme 
des trois angles du triangle. Et, en effet, cette surface, 
comme l'a prouve Beltrami en 1868, est analytiquement le 
lieu des points situés à une même distance imaginaire 



(1) Iltcrbey schemt mir merkwûrdig zu seyn, dass die zwotc Hypothèse 
statt hat 5 wenn man statt ebener Triangel sphàrische nimmt, weïl bey dièse n 
sowoht die Surarae der Winkel grôsser als 180 Gr. als auch der Uebert- 
chuss dem Flâchenraume des Triangels proportional ist. 

Noch iiHjrkwùrdik'er scheint es, dass, was ich hier von don spharischen 
Triati.geln aage, sicb ohne Rùcksicht auf die Schwierigkeit der Parallellinien 
erweisen lasso, und kcinen andern Grundsatz voraussetzt, als dass jededurch 
don Mittelpunkt der Kugel gehende ebene Flâche die Kugel in zween 
gleîche Tbeile tbeîle< 

Ich sallte daraus fast den Schluss machen, die dritte Hypothèse brame 
bey eîner iraaginàren ICugelflâche vor fcWenigstens musaimmer Etwasseyn, 
warum sie sich bey ebenen Flàchen lange nicht so leichtumslossen lasst, als 
es* sicb bey der zivolen thun Hess. » Lambert. Théorie der ParaHelbn*, § 82. 
Dans Stacker op. cit., p. 202, 2o3. 
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d'un point réel donné. Elle porte maintenant le nom de 
pseudo-sphère. 

Tandis qu'à l'hypothèse de l'angle droit ne cor- 
respond qu'une seule géométrie, le système d'Euclide, 
chacune des deux autres hypothèses laisse une cer- 
taine indétermination qui subsiste tant qu'on ne donne 
pas la grandeur de l'angle obtus ou aigu. 11 y a une infi- 
nité de géométries correspondant à l'une et à l'autre de 
ces hypothèses et l'angle de la valeur duquel dépend la 
détermination du système s'appelle le paramètre de ce 
système. 

A l'hypothèse de l'angle obtus correspond la géométrie 
riemanienne, elliptique (Klein) ou doublement abstraite 
(de Tilly); à l'hypothèse de l'angle aigu, la géométrie 
lobatschewskienne, hyperbolique (Klein) ou abstraite (de 
Tilly) connue aussi sous les noms de géométrie imaginaire 
(Lobatschewskij) ou géométrie astrale (Schweikart). 

Au commencement du xix e siècle, sous l'influence de 
Gauss (1777-1855) et de Schweikart (1780-1857), un 
neveu de ce dernier, Taurinus (1794-1874), prend place 
parmi les précurseurs des géométries non-euclidiennes. 

Comme Saccheri et Lambert, Taurinus croit à la 
vérité absolue de la géométrie d'Euclide; il se refuse à 
admettre avec Gauss et Schweikart que la géomètre phy- 
sique puisse dépendre d'un paramètre. Après Lambert, il 
remarque que la seconde hypothèse de celui-ci se vérifie 
sur la sphère et qu'elle est incompatible avec le sixième 
postulat. Poussant plus loin les recherches relatives à la 
troisième hypothèse, il établit, en supposant imaginaires 
les côtés d'un triangle sphérique, un certain nombre de 
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formules trigonométriques valables dans cette hypo- 
thèse. 



IL — Les fondateurs des géométries non-euclidiennes 

Vers le même temps, à l'Université de Kazan, uh 
jeune professeur, Nicolas Lobatschewskij (i), se livrait tout 



(i) {Té à Nijni-Novogorod en 1793, Nicolas-Ivanowitsch Lobatschewskij 
devient 2 ans professeur de mathématiques à l'Université de Kazan. En 
lôafî (n/aô ou 12/26 février), il fait, en lecture publique devant la Faculté 
tirs Sciences de cette Université, une Exposition succincte des principes 
de la géométrie avec une démonstration rigoureuse du théorème des 
parallèles, qu'il publie en russe dans le Courrier de Kazan, en 1829, sous 
ce litre : O natschalich Geometrii (Sur les fondements de la géo- 
métrie), 

M. Wassilief, de Kazan, auteur d'une biographie de Lobatschewskij, a 
retrouve en 1894 un cahier contenant trois essais antérieurs du géomètre 
russe Dans l'un d'eux, dit-il, il pose comme fondement la notion de direc- 
tion ; dans le second, il introduit des considérations sur les biangles infinis 
(Behtkand, 1778, Schulz, 1784) ; la troisième preuve est connexe à la 
démonstration de Legendre, que la somme des angles d'un triangle n'est ni 
plus grande ni plus petite que deux droites. On voit donc que chez Lobat- 
schewskij un travail de réflexion de plusieurs années a précédé la publication 
eu 18 a G de ses vues particulières sur la théorie des parallèles (D'après le 
texte allemand de Stâckel, op* cit., p. 24o). 

Dana son ouvrage intitulé Nouveaux principes de Géométrie, avec une 
théorie complète des parallèles, prenant pour point de départ que deux 
distances AB et A'B' sont égales si on peut faire coïncider deux points 
G et D d'un système solide successivement avec AB et A'B', Lobat- 
schowsluj définit la sphère comme lieu des points équidistants d'un point 
fixe ; le cercle, par l'intersection de deux sphères égales ; le plan est le lieu 
dea intersections de deux sphères égales, quand varie la distance au point 
Kse ci 'nu point quelconque de la sphère ; et la ligne droite, le lieu des points 
qui restant immobiles quand le plan se meut autour de deux de ses points 
rendus fixes. 

Cette étude n'ayant pas eu de succès auprès du public russe (Cf. Avant- 
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entier aux recherches géométriques sur la théorie des pa- 
rallèles et donnait son nom au système indépendant du 
cinquième postulat. Toutes les droites tracées par un même 
point dans un plan peuvent, dit-il, se distribuer par rapport 
à une droite donnée dans ce plan, en deux classes savoir : en 
droites qui coupent la droite donnée et en aroites qui ne la 
coupent pas. La droite quijorme la limite commune de ces 
deux classes est dite parallèlement à la droite droite (prop. 
XVI). Lobatschewskij supprime donc arbitrairement le 
cas où toutes les droites du plan rencontreraient la droite 
donnée, c'est-à-dire l'hypothèse de l'angle obtus des 
Saccheri, des Lambert, des Taurinus ; mais il a sur eux 
l'avantage de montrer dès l'abord que sa proposition, plus 
générale que celle d'Euclide, revient au postulat dès qu'on 
admet que le faisceau des non-sécantes se réduit à une 
seule droite. 

Le géomètre grec, en effet, appelle parallèles deux 
droites qui, situées dans un même plan, ne se rencontrent 
pas quelque loin qu'on les prolonge, et démontre à l'aide 
du postulat que dans un plan, par un point extérieur à 
une droite donnée, on ne peut mener qu'une seule droite 
qui ne la rencontre pas. 

Son hypothèse posée, le géomètre russe établit que : 



propos des Recherches géométriques), l'auteur se décida à publier en alle- 
mand ce qu'il y a d'essentiel dans ses recherches. De là ses Geometris che 
Untersuchungen zur Théorie der Parallelentheorie t parues à Berlin en 
i84o. C'est la plus connue de ses œuvres; elle a été traduite en français 
par Houël. 

Lobatschewskij continua toute sa vie l'étude de cette Géométrie qu'il 
avait nommée Géométrie imaginaire. Il publia un certain nombre de tra- 
vaux qui ont été réunis par l'Université de Kazan. 

Delaporte. a 
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Dans tout triangle rectiligne, la somme des 3 angles ne 
peut surpasser deux droits (prop. XIX) ; 

Si, dans un triangle rectiligne quelconque, la somme 
des trois angles est égale à deux angles droits, il en sera de 
même pour tout autre triangle (prop. XX) (i) ; 

Si deux perpendiculaires à une même droite sont paral- 
lèles entre elles, la somme des angles d'un triangle rectiligne 
quelconque sera égale à 7r (prop. XXII). 

Abordant la géométrie de la sphère, il établit (prop. 
XXXII) qu'un cercle dont le rayon va croissant se change à 
la limite en une ligne courbe, qu'il appelle horicycle, telle 
que toutes les perpendiculaires élevées sur les milieux de 
ses cordes sont parallèles entre elles ; la surface qu'elle 
engendre en tournant autour d'un de ses axes porte le 
nom d'horisphère. L'horicycleet l'horisphère de la géomé- 
trie lobaschewskienne ne sont autres que les figures 
appelées ligne droite et plan en géométrie euclidienne. 

La trigonométrie sphérique est la même dans la géo- 
métrie de Lobatschewskij que dans celle d'Euclide, tandis 
que la trigonométrie plane diffère profondément dans les 
deux systèmes. 

Indépendamment de Lobatschewskij, et par une mé- 
thode analogue, un capitaine du génie autrichien, Jean 
Bolyai (2), cherchait aussi la solution du problème des 



(1) Ces propositions avaient déjà été étudiées par Saccheri, Lambert 
et Taurinus. 

(2) Jean Bolyai (i 802-1 860) était un capitaine du génie, fils d'un pro- 
fesseur de mathématiques au Collège de Maros-Vâsârhely, en Transylvanie- 
Outre ce qu'il a publié, il a laissé un certain nombre de papiers manuscrits, 
qui appartiennent à la bibliothèque de ce Collège. 
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parallèles. Si une demi-droite AM, dit^il, nest pas coupée 
par une demi-droite BN, située dans le même plan, mais 
quelle soit coupée par toute autre demi-droite BP, comprise 




dans V angle ABN, on dira que la demi-droite BN est paral- 
lèle à la demi-droite AM (§ i). Il affirme que pour tout 
point B pris en dehors d'une droite il existe toujours une 
parallèle et supprime ainsi arbitrairement l'hypothèse 
très intéressante du cas où toutes les droites d'un plan se 
rencontrent. II étudie l'horicycle et l'horisphère, établit 
que, en géométrie euclidienne, la trigonométrie sphérique 
est indépendante du postulat, et montre le moyen de 
calculer les lignes, aires et volumes (i), même de faire la 
quadrature du cercle, dans le système non euclidien. 

Il existe, tout à l'avantage de Bolyai, une différence 
entre ses recherches et celles de Lobatschewskij. « Ce 
dernier, remarque M. Léchalas (2), a fait comme les 



(1) Lobatschewskij a aussi publié des recherches sur la mesure des lignes, 
aires et volumes dans les Mémoires de l'Université de Kazan et dans le 
Journal de Crelle (t. XVII, 1837). 

(2) Annales de philosophie chrétienne, ,1896, nouv. série, t. XXXIII, 
p 663. 



"1 
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auteurs de la trigonométrie qui prennent le rayon du 
cercle pour unité, tandis que l'officier du génie autrichien 
a mis en évidence, dans ses formules, le paramètre qui 
caractérise chaque surface. C'est là une supériorité incon- 
testable, surtout si Ton ajoute que Lobatschewskij n'a 
pas fait ressortir ce choix d'une unité spéciale et a ainsi 
dissimulé le caractère de relativité de ses formules, » 

En tenant compte de certaines réserves que l'exposé 
mathématique nous fera adopter, nous pouvons dire que 
la géométrie plane, indépendante du postulat des paral- 
lèles, est désormais constituée comme système logique, 
garanti par la géométrie d'Euclide elle-même, puisque 
tous ses théorèmes se ramènent aux propositions corres- 
pondantes de cette géométrie quand on attribue au para- 
mètre une certaine valeur. A-t-elle une valeur objective? 
S'applique- t-elle à certaines figures euclidiennes, comme 
il arrive pour le système qui rejette le postulat des deux 
droites ? Telle est la question qu'il reste à résoudre après 
les travaux de Lobatschewskij et de Bolyai, et dont Bcl- 
trami a donné la solution en 1868 dans son Essai d'inter- 
prétation de la géométrie non-euclidienne. 

Soit la surface engendrée par une courbe plane de la 




B B 

forme ABA'B' tournant autour de l'axe XY situé du 
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côté de la concavité de la courbe. Exceptons le voisinage 
des arêtes de rebroussement et supposons que Ton ne 
puisse faire le tour de Taxe, nous aurons une figure à 
laquelle s'applique la géométrie indépendante du sixième 
postulat, la géométrie riemannienne. Sur cette surface il 
n'y a pas de non-sécantes, car deux géodésiques» c'est-à- 
dire deux lignes de plus court chemin, se rencontrent 
toujours. De telles surfaces, Beltrami les appelle surfaces 
sphériques, parce qu'elles jouissent, quand on les consi- 
dère comme figures à deux dimensions, de propriétés ana- 
logues à celles de la sphère. Ce sont les surfaces à cour- 
bure constante positive des géomètres euclidiens. 

Que la courbe tourne au contraire autour d'un axe 
situé du côté de sa convexité, avec la même restriction 
que précédemment, on aura une surface nommée par Bel- 
trami, surface pseudo-sphérique, qui répond au système 
indépendant du cinquième postulat, le système lobats- 
chewskien. 

Les surfaces pseudo-sphériques sont les surfaces à cour- 
bure constante négative des géomètres euclidiens. 

La surface qui joue par rapport à ces surfaces le même 
rôle que la sphère par rapport aux surfaces sphériques ou 
que le plan euclidien par rapport aux surfaces à courbure 
constante nulle porte le nom de pseudo-sphère. L'origine 
de cette appellation doit être cherchée, non dans des 
considérations géométriques, mais une analogie analy- 
tique. 

Ce qui distingue la sphère et le plan euclidien des sur- 
faces qui ont même courbure constante, c'est que toutes 
leurs sections normales ont même courbure, qui est nulle 
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pour le plan et a une valeur finie pour la sphère. La 
courbure de la surface, en un point quelconque du plan 
ou de la sphère, est donc égale au carré de la courbure 
d'une section normale quelconque, ce que nous pouvons 

exprimer par la formule 7^ , en désignant par tt la cour- 
bure d'une section normale quelconque. Étudions la for- 
mule fr^ . Ànaly tiquement trois cas peuvent se présenter : 
l'expression — est positive, nulle ou négative. Les deux 

premiers cas répondent à l'hypothèse de la sphère et à 
celle du plan ; le dernier ne peut être réalisé par aucune 
surface euclidienne, car il suppose qu'en tout point de la 
surface la courbure d'une section normale quelconque est 
imaginaire, et par conséquent que la surface elle-même 
est imaginaire. 

La pseudo-sphère euclidienne (le plan lobatschews- 
kien) tire donc son nom de ce qu'elle répond aux for- 
mules analytiques d'une sphère de rayon imaginaire. 
C'est une surface imaginaire, il n'y a de réel que la rela- 
tion analytique ; et si le géomètre euclidien peut donner 
une interprétation du plan lobatschewskien, il ne saurait 
le représenter. 

Qu'on ne vienne pas nous objecter les ingénieux sys- 
tèmes de projection, établis par M. Klein au cours de la 
troisième période du développement des géométries non- 
euclidiennes I Le géomètre qui étudie une figure imaginaire, 
c'est-à-dire une pure relation algébrique, peut au moyen 
de certaines conventions construire une figure réelle qui 
ait telles et telles des propriétés exprimées par la relation 
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algébrique ; mais il ne saurait prétendre que, puisqu'il en 
est ainsi, la relation algébrique qu'il étudie correspond à 
une figure réelle. 

Des considérations précédentes il ne suit pas qu'il n'y 
ait aucune surface pseudo-sphérique réelle ; nous en avons 
signalé un exemple ; en voici un autre : la surface de révo- 
lution engendrée par une tractrice asymptote à l'axe de 
révolution est une surface pseudo-sphérique. 

Les auteurs dont nous venons d'esquisser très rapide- 
ment les recherches mathématiques adoptent tous la mé- 
thode et les principes de la géométrie d'Euclide, excep- 
tion faite du postulat V ; mais le but qu'ils poursuivent est 
très différent, selon qu'il s'agit des précurseurs ou des 
fondateurs des géométries non-euclidiennes. Ceux-là se 
proposent de vérifier la nécessité de cette proposition mise 
en doute et d'en faire ainsi la démonstration ; ceux-ci 
tendent au contraire à établir son indémonstrabilité en 
construisant un système logique basé sur la proposition 
contradictoire. Les premiers ont sur les seconds l'avan- 
tage de mettre en question la valeur d'un autre postulat, 
et les trois hypothèses qu'ils font mènent à trois systèmes 
distincts : la géométrie euclidienne, la géométrie dite de 
Lobatschewskij et de Bolyai, qui rejette le postulat V ; et 
enfin, la géométrie dite de Riemann, qui rejette le pos- 
tulat VI. 

Après eux viennent une série de savants, les Riemann, 
les de Tilly, les Poincaré — pour ne citer que les plus 
connus — qui abordent le problème à un autre point de 
vue, celui de la géométrie analytique. Nous n'avons point, 
dans cette étude, à considérer leurs travaux, si impor- 
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tanls qu'ils puissent être, pas plus que ceux dés mathéma- 
ticiens qui, comme M. Klein, professeur à Gôttingue, ont 
introduit la géométrie projective dans l'étude des systèmes 
non-euclidiens. 

Les nouvelles géométries n'ont pas été sans jeter 
quelque trouble dans l'esprit d'un certain nombre de phi- 
losophes, et l'on s'est demandé si la géométrie considérée 
pendant de longs siècles comme un ensemble de vérités 
intangibles, allait être livrée aux disputes des écoles et 
perdre le caractère d'absolu qui l'élevait tant au-dessus 
des sciences physiques et naturelles. La géométrie d'Eu- 
clide n'est-elle pas menacée de déchéance et sera-t-elle 
réduite à céder le rang à une géométrie plus générale ? 
Nous essayerons de répondre à cette question dans les 
chapitres suivants. 



CHAPITRE II 

CONSIDÉRATIONS MATHÉMATIQUES 
I. — Aperçu mathématique sur les géométries 

NON-EUCLIDIENNES 

Dans le courant du xix e siècle, on est parvenu à établir 
des systèmes logiques de géométrie qui rejettent l'un ou 
l'autre des postulats V et VI d'Euclide, et dont le dévelop- 
pement qui se poursuit indéfiniment sans contradiction 
semble prouver que ces postulats ne sont pas démontrables 
si Ton ne s'appuie que sur les définitions d'Euclide. 

On ne peut objecter que si ces systèmes n'aboutissent 
actuellement à aucune contradiction, on ne saurait 
cependant les considérer comme définitivement établis, 
cette contradiction pouvant se manifester quand on étendra 
plus loin la suite des déductions. De fait, elle ne peut se 
présenter, Beltrami ayant ramené ces deux géométries, en 
tant qu'elles ne considèrent que des droites et des plans, 
abstraction faite de la retournabilité — nous en verrons 
plus tard la raison — à n'être qu'une branche de la 
géométrie euclidienne, par conséquent en dehors de toute 
discussion. 

Nie-t-on le postulat VI ; en d'autres termes, admet-on 
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qu'il y a au moins un couple de droites qui ont deux 
points communs, on en déduit tout un système (celui 
auquel Riemann a donné son nom) dans lequel le pos- 
tulat V est toujours vrai. 

Admet-on au contraire le postulat VIP Ou bien, par 
un point extérieur à une droite on ne pourra mener 
qu'une seule droite ne rencontrant pas la première 
(postulat V) et Ton sera en géométrie euclidienne, ou bien 
on pourra mener par ce point tout un faisceau de non- 
sécantes (négation du postulat V), ce qui donnera lieu à la 
géométrie lobatschewskienne. 

Ainsi le cinquième postulat, seul admis, conduit à la 
géométrie de Riemann ; le sixième seul, à la géométrie 
de Lobatschewskij ; et les deux postulats simultanément, 
à la géométrie ordinaire ou géométrie d'Euclide. Il ne 
saurait y avoir un quatrième système, fondé sur la néga- 
tion des deux postulats, le rejet de l'un entraînant néces- 
sairement la concession de l'autre. 

Il y a un grand nombre de propositions communes aux 
trois geométries : ce sont celles qui s'établissent indépen- 
damment des deux postulats ; par exemple, les quinze pre- 
miers théorèmes du premier livre des Eléments (i). D'au- 
tres propositions conviennent à deux systèmes : celles 
qui ne reposent que sur l'un des deux postulats, sans 
préjuger de la vérité ou de la fausseté de l'autre. Enfin, il 
y a des théorèmes propres qui caractérisent chacune des 
geométries. 



(ï) En géométrie riemannienne, il faut introduire dans plusieurs propo- 
sitions des restrictions provenant de ce que la droite a une longueur finie. 
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Supposé que deux droites passant par un point A ont 
un second point d'intersection B, on démontre que, toutes 
les autres droites du plan des deux premières, qui passent 
par A, passent aussi par B ; et que deux droites quel- 
conques passant par un point G du plan se coupent en un 
second point D, situé à la même distance de G que B 
de A. 

La droite riemannienne est une ligne fermée de lon- 
gueur 2 AB. Beltrami a montré que c'est la géodésique 
d'une surface euclidienne à courbe constante positive : 
une telle surface, nous l'appelons sphère en géométrie 
ordinaire. 

Dans un triangle riemannien, la somme des trois angles 
est supérieure à deux angles droits et l'aire du triangle, 
toujours finie, est proportionnelle à son excès angulaire,, 
c'est-à-dire à la différence entre la somme de ses angles et 
deux droits. — Deux triangles équiangles sont égaux et il 
n'y a pas de similitude. 

La trigonométrie plane riemannienne est identique à la 
trigonométrie sphérique euclidienne. Quant à la trigono- 
métrie sphérique elle est égale à la trigonométrie sphé- 
rique euclidienne, qui se retrouve aussi en géométrie 
lobatschewskienne . 

Deux droites d'un plan lobatschewskien se rencon- 
trent, ou sont asymptotes l'une à l'autre, ou divergent 
indéfiniment à partir d'une perpendiculaire commune 
(théorème XXIV de Saccheri). — [Cf. proposition 16 de 
Lobatschewskij, p. 17]. 

Dans un triangle lobatschewskien, la somme des trois 
angles est inférieure à deux angles droits, et l'aire du 
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triangle est proportionnelle à son déficit angulaire, c'est- 
à-dire à la différence entre deux droits et la somme de ses 
angles. Quelque grand que soit un triangle, sa surface est 
donc toujours inférieure à une limite finie. Deux triangles 
équiangles sont égaux et il n'y a pas de similitude. 

La trigonométrie plane lobatschewskienne correspond 
à la trigonométrie de la géométrie hyperbolique eucli- 
dienne. Quant à la trigonométrie sphérique, elle ne diffère 
pas de la trigonométrie euclidienne. 

La droite lobatschewskienne, ainsi que Ta établi Bel- 
trami, est la géodésique d'une surface à courbure constante 
négative, surface qui a reçu le nom de pseudo-sphère. 

La géométrie euclidienne a pour droite la géodésique 
du plan euclidien, surface à courbure constante nulle. 

II. — La courbure en géométrie euclidienne 

Les trois géomé tries fondées — nous avons dit 
comment — sur les postulats V et VI sont donc caracté- 
risées, au point de vue euclidien, par la courbure de leurs 
plans. Etudions sommairement la théorie de la courbure. 

Soit ÀPB un arc de courbe plane euclidienne qucl- 

M 




conque dont tous les points sont des points simples ; on 
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appelle courbure de Varc APB l'angle AMÎ$ des tangentes 
à la courbe menées par les deux points extrêmes A et B ; 
courbure moyenne, le rapport de l'angle M à la longueur 
de Tare APB, et courbure au point A la limite vers laquelle 
tend la courbure moyenne, quand le point B se rapproche 
immédiatement du point A. 

La courbure d'une courbe en l'un de ses points arbi- 
trairement choisi s'établit très simplement par la considé- 
ration du cercle osculateur, position-limite d'un cercle 
passant par le point considéré et par deux points de la 
courbe infiniment voisins. On démontre que l'inverse de 
la courbure est analytiquement une ligne égale au rayon 
du cercle osculateur : cette ligne s'appelle le rayon de 
courbure de la courbe au point considéré. 

Le rayon de courbure et conséquemment la courbure 
elle-même, sont dits positifs ou négatifs suivant que le 
rayon du cercle osculateur, qui aboutit au point de con- 
tact, se trouve d'un côté de la figure arbitrairement choisi 
comme positif ou du côté opposé. 

Si en tout point d'une courbe plane euclidienne le 
rayon du cercle osculateur est le même, on dit que la 
courbure est constante : la droite, dont la courbure est 
nulle, et le cercle, dont la courbure est égale à l'inverse du 
rayon, sont les seules lignes planes euclidiennes à cour- 
bure constante. 

La courbure d'une surface euclidienne s'établit d'une 
façon analogue. Sur une surface quelconque, si on limite 
par une courbe fermée une région ne présentant pas de 
points singuliers et si, par le centre d'une sphère de rayon 
égal à l'unité, on mène des perpendiculaires aux plans 
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tangents à la surface aux divers points de la courbe, le 
rapport de la région limitée par la courbe sur la surface à 
la région découpée sur la sphère par l'ensemble de ces 
droites est appelé, depuis Gauss, la courbure intégrale de 
la région considérée. A la limite, quand la courbe s'éva- 
nouit et se réduit à un point, on obtient la courbure totale 
de la surface en ce point. 

Le calcul de la courbure totale d'une surface en un 
point donné peut se ramener à celui de la courbure de 
deux courbes planes. On établit que la courbure d'une 
courbe quelconque tracée sur la surface et passant par ce 
point est celle de la section normale correspondante, c'est- 
à-dire de la ligne intersection de la surface et du plan qui 
contient la normale à la surface et la tangente à la courbe 
en ce point. La courbure des sections normales relatives à 
un même point varie d'ordinaire entre un maximum et 
un minimum qui ont lieu pour deux sections perpendicu- 
laires Tune à l'autre ; ces sections s'appellent sections nor- 
males principales et leurs rayons de courbure, rayons de 
courbure principaux. La courbure totale de la surface au 
point considéré est égale au produit des courbures des 
sections principales relatives à ce point. Suivant que ces 
courbures sont de même sens ou de sens opposé, la cour- 
bure de la surface est positive ou négative. 

Dans l'étude des géométries non-euclidiennes, nous 
n'avons à considérer que le cas où la courbure est constante 
en tout point de la surface considérée, c'est-à-dire le cas où 
le produit des rayons de courbure principaux est constant. 
Trois solutions peuvent se présenter, selon que ce produit 
est nul, positif ou négatif : à chacune de ces solutions cor- 
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respond un groupe de surfaces euclidiennes appelées respec- 
tivement surfaces planes, sphériques ou pseudo-sphériques. 

Les surfaces planes ont pour type le plan. Toutes les 
sections normales passant par un point quelconque du 
plan ont même courbure nulle, puisque ce sont des lignes 
droites. Les autres surfaces à courbure constante nulle 
sont celles dont le plan tangent contient une droite de la 
surface et est tangent tout le long de cette droite. Une 
propriété exclusive de ces surfaces, c'est d'être développa- 
bles sur le plan ; en d'autres termes, on peut les appliquer 
sur un plan sans duplicature ni déchirure et par consé- 
quent on peut aussi les enrouler les unes sur les autres dans 
les mêmes conditions. Telles sont les surfaces cylindri- 
ques, engendrées par le déplacement d'une droite qui 
reste parallèle à elle-même, les surfaces coniques engen- 
drées par une droite mobile passant par un point fixe, et 
en général toutes les surfaces que l'on peut créer par le 
déplacement d'une droite. 

Les surfaces sphériques ont pour type la sphère. Toutes 
les sections normales en un point quelconque delà sphère 
ont même courbure puisqu'elles sont toutes des grands 
cercles. Les autres surfaces à courbure constante positive 
sont, en général, les surfaces applicables sur la sphère 
sans duplicature ni déchirure. 

Les surfaces pseudo-sphériques ne peuvent avoir de 
type proprement dit: la pseudo-sphère est, en effet, une 
surface dont toutes les sections normales en un point quel- 
conque ont un rayon de courbure imaginaire. Ces sections 
sont donc toutes imaginaires, et la surface elle-même ne 
saurait être réelle. 
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La plus simple des surfaces pseudosphériques res- 
semble, suivant une remarque de M. Delbœuf, à une fleur 
de liseron, dont la partie effilée se prolongerait asympto- 
tiquement à Taxe de la figure. 

Les surfaces-types se distinguent des autres surfaces de 
même courbure constante et des surfaces quelconques 
par une propriété relative aux figures qu'on peut y tracer. 
Soit une surface quelconque, un ellipsoïde à axes inégaux, 
par exemple ; deux triangles, dont les côtés sont égaux en 
longueur chacun à chacun, découpés dans cette surface, 
ne peuvent en général être amenés à coïncider sans dupli- 
cature ou déchirure, parce que les angles compris entre 
côtés égaux sont différents. 

Sur une surface à courbure constante, un cylindre à 
directrice fermée, par exemple, une figure peut changer 
de position en conservant ses côtés et ses angles ; mais il 
peut se produire dans certains déplacements des intersec- 
tions supplémentaires ; c'est le cas d'un triangle dont un 
côté plus long que la directrice fermée se meut de façon 
que ce côté devienne parallèle à cette directrice. Dans tous 
les déplacements possibles sur la surface, les lignes de la 
figure considérée gardent la même longueur et les angles 
qu'elles forment primitivement par leurs intersections 
demeurent constants ; la configuration interne de la figure 
est invariable. On dit que la surface reste égale à elle- 
même d'une égalité à deux dimensions. 

Soit maintenant une surface-type., la sphère, le plan et 
analytiquement la pseudo-sphère. Toute figure tracée sur 
Tune de ces surfaces gardera dans toutes ses positions non 
seulement la même configuration interne, mais encore la 
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même configuration externe ; en d'autres termes, diffé- 
rentes positions de la figure, détachées de la surface, peu- 
vent toujours être amenées à coïncider, il suffit pour cela 
de faire correspondre chacune à chacune deux lignes sem- 
blablement placées. On dit que la surface reste égale à 
elle-même d'une égalité à trois dimensions. 

A cause de ces propriétés les surfaces-types sont appe- 
lées surfaces identiques à elles-mêmes] et les surfaces à 
courbure constante correspondant à Tune des surfaces- 
types sont dites isométriques à cette surface. 



III. — La courbure en géométrie non-euclidienne 

Certains géomètres contemporains basent la géométrie 
plane sur la définition des surfaces identiques. Ils posent 
comme principe qu'il existe des surfaces telles qu'on peut 
y déplacer sans déformation une figure qui y est située, 
et étudient ces surfaces en tant qu'espaces à deux dimen- 
sions. La légitimité de leur point de départ, ils l'infèrent 
de ce qu'on peut en déduire une géométrie qui se poursuit 
aussi loin qu'on veut sans arriver à une contradiction 
logique ; pour nous, cette légitimité repose sur les considé- 
rations précédentes relatives à la courbure des surfaces 
euclidiennes. 

A ce principe, s'ajoute la définition d'une ligne carac- 
téristique de la surface identique. Dans le plan euclidien, 
la droite est une ligne telle que par deux points donnés 
il en passe toujours une et une seule. Par analogie les 
géomètres font l'hypothèse que sur les surfaces identiques 
Delapokte. 3 
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on peut placer une ligne entièrement déterminée par deux 
points quelconques. Mais comme ils savent par la géo- 
métrie euclidienne qu'il y a des exceptions (dans le cas de 
la sphère, si les deux points sont aux extrémités d'un 
même diamètre), ils posent cette définition qui ne peut 
s'expliquer sans recours implicite au système euclidien : 
on appelle ligne géodésique d'une surface identique une 
ligne située sur elle et telle que par deux points de la sur- 
face, il en passe toujours une et généralement une seule. 

Considérons-nous les surfaces identiques en tant 
qu'espaces à deux dimensions, il n'est pas possible d'y 
adapter la théorie de la courbure que nous venons d'ex- 
poser, puisque celte théorie suppose des constructions en 
dehors de la surface ; on a tenté de lui substituer ce que 
Liou ville a appelé la courbure géodésique. Quand une sur- 
face flexible mais inextensible se déforme, la courbure 
propre d'une ligne tracée sur cette surface varie d'une 
façon quelconque ; la courbure de la ligne plane, projection 
de cette ligne sur le plan tangent en l'un de ses points, 
conserve au contraire en ce point une valeur invariable. 
Remplaçons la tangente rectiligne par la géodésique tan- 
gente au point considéré, c'est-à-dire projetons sur la 
surface même au lieu de projeter sur le plan tangent, et 
nous pourrons définir la courbure d'une ligne sans con- 
struction en dehors de la surface. 

Cette notion oblige à indiquer l'espace étudié, puisque 
la courbure géodésique est absolument relative à la sur- 
face sur laquelle on la considère. Pour obtenir une défi- 
nition générale s'accordant avec la définition euclidienne 
et ne s'appuyant pas sur des constructions faites en dehors 
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de la surface, les néo-géomètres ont recours à un théorème 
de Gauss ainsi conçu : la courbure intégrale d'un triangle 
formé sur une surface continue quelconque par trois géo- 
désiques est égale à la somme des angles de ce triangle 
diminuée de deux angles droits. Ils définissent donc la 
courbure d'une surface identique à elle-même en un point 
quelconque : la limite vers laquelle tend le quotient de 
l'excès angulaire d'un triangle géodésique divisé par la 
surface du triangle, quand les côtés décroissent indéfini- 
ment. Selon que celte limite est positive, nulle ou néga- 
tive, la surface considérée est à courbure positive, nulle 
ou négative. 

Ainsi établie là notion de courbure n'est au fond 
qu'une" relation analytique, qui ne peut être admise comme 
équivalente à la notion géométrique euclidienne, avant 
qu'il soit constaté qu'elle n'est pas plus étendue. Elle s'y 
ramène dans le cas de la géométrie ordinaire et même 
dans celiji de la géométrie riemannienne, dès qu'on con- 
sidère les figures riemanniennes comme surfaces eucli- 
diennes. En géométrie lobatschewskienne, il en est tout 
autrement. 

« Si certaines lignes, dit un philosophe non -eucli- 
dien (i), y ont des cercles oscultateurs, il en est d'autres 
qui en sont dépourvues : telles sont toutes les droites de 
ces divers espaces. Si en effet nous prenons trois points 
sur l'une de ces lignes, les droites euclidiennes qui joignent 
les deux points extrêmes sont plus longues que la droite 



(i) G. Léghalas. La courbure et la distance en géométrie générale. 
Revue de métaph. et de morale, 4 e année, 1896» p. ïg8. 



— 36 — 

en géodésique considérée, et dès lors il est évident qu'aucun 
arc de cercle ne saurait les relier. Il suit de là que pour un 
plan de Lobatschewskij , par exemple, la mesure de la 
courbure par les rayons principaux est dépourvue de tout 
sens, et qu'il ne reste plus qu'une seule définition, celle 
qui résulte de la généralisation du théorème de Gauss : 
si ces plans ont une courbure et si elle est négative, cela 
signifie simplement que la somme des angles d'un triangle 
y est inférieure à deux droits. Non seulement il ne faut 
pas y ajouter l'indice d'une courbure à double sens ; mais, 
à proprement parler, on doit écarter la notion même de 
courbure, bien qu'ayant conservé cette expression. » 

La courbure non-euclidienne est une propriété qui 
caractérise trois groupes de surfaces, qui sont les trois 
espèce» de surfaces isométriques des géomètres euclidiens. 
Ce résultat ne saurait nous étonner : la distinction entre 
une surface identique à elle-même et ses isométriques 
n'étant pas possible en dehors de la troisième dimension, 
puisque sur toutes ces surfaces, à une géodésique corres- 
pond une géodésique, et que toutes les relations métriques 
sont les mêmes. 

La géométrie ordinaire échappe à cette difficulté : 
tandis que la géodésique d'une surface identique est dé- 
finie comme ligne de cette surface^, et que, considérées 
dans l'espace euclidien à trois dimensions, les géodésiques 
dune même surface peuvent avoir des formes différentes, 
la droite est conçue et définie indépendamment de la no- 
tion de plan, dans ce même espace à trois dimensions. Le 
plan euclidien se distingue de ses surfaces isométriques 
en ce que, par deux quelconques de ses points, on peut 
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toujours mener une droite entièrement située dans la sur- 
face, propriété qui ne s'applique ni au cône, ni au cylin- 
dre, ni à aucune autre surface développable. 

Les théorèmes de la géométrie plane euclidienne 
s'appliquent aux surfaces isométriques au plan, quand on 
remplace les « lignes droites » par les « géodésiques » ; a 
faut excepter toutefois ceux qui nécessitent le retourne- 
ment du plan, opération qui ne peut se faire que dans un 
espace à trois dimensions. Les géomètres non-euclidiens 
en concluent que les postulats d'Euclide sont écartés. 
L'affirmation du postulat des deux droites, par exemple, 
et la négation de ce postulat conduisent à deux classes de 
surfaces, « ce qui montre, ditM. Léchalas (i), que ni l'une 
ni l'autre n'est nécessaire quand on étudie l'ensemble de ces 
surfaces ». Soit, mais la difficulté nous semble seulement 
déplacée et non résolue; il faudra toujours rétablir les 
postulats pour compléter l'étude de chacune de ces deux 
classes de surfaces. 

Les géomètres non-euclidiens ont également constitué 
une géométrie a trois dimensions, directement et indé- 
pendamment de leur géométrie à deux dimensions, mais 
toutefois suivant un procédé identique, qui fait de la pre- 
mière la généralisation de la seconde. Ayant fait l'hypo- 
thèse qu'il existe des espaces a trois dimensions, le géo- 
mètre non-euclidien se limite pour la facilité de son étude 
à la considération des espaces identiques à eux-mêmes, 
c'est-à-dire des espaces tels qu'une figure quelconque qui 
y est située peut s'y déplacer sans déformation. Il suppose 



(i) Étude sur l'espace et le temps, p. 28. 
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que dans un quelconque de ces espaces on peut toujours 
mener par deux points arbitrairement choisis une ligne, 
qu'il appelle la droite de l'espace considéré, et qui jouit 
de la propriété d'être seule de son espèce entre ces deux 
points ; de même, il y a une surface identique à elle-même 
et retoarnable, qui joue dans chaque espace le rôle du 
plan dans l'espace euclidien. 

Ces définitions des espaces identiques, de leurs droites 
et de leurs plans retournables, ils les placent au début de 
leur théorie sans s'expliquer sur la validité de l'extension 
qu'ils donnent ainsi à des propriétés de la droite et du plan 
euclidien, puisque, comme nous l'avons déjà dit, ce n'est 
qu*à la déduction seule qu'ils reconnaissent de pouvoir 
limiter leurs hypothèses, au cas où cette déduction abou- 
tirait à une contradiction. Examinons ce que sont les 
espaces non-euclidiens, et tout d'abord, voyons si les 
géomètres sont fondés à accorder aux plans de ces divers 
espaces la propriété de retournabilité qui appartient au 
plan euclidien. 

IV- — Retournabilité géométrique 

La retoarnahilité géométrique est la propriété par la- 
quelle une figure (ou une surface) invariable de forme 
peut être amenée par un déplacement convenable à coïn- 
cider avec la figure (ou la surface) symétrique par rapport 
ù l'un de ses plans normaux (c'est-à-dire par rapport au 
plan mené par un point arbitrairement choisi d'une ligne 
quelconque de la figure (ou de la surface) perpendiculaire- 
ment à la tangente \x la ligne en ce point). 
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En géométrie euclidienne, la retournabilité est une pro- 
priété caractéristique de la ligne droite et des figures recti- 
linéaires dans le plan, du plan et des figures planes dans 
l'espace à trois dimensions. 

Considérons une figure rectilinéaire : elle se compose 
de parties de droite, ou de points, ou de parties de droite 
et de points, séparés par des intervalles plus ou moins 
grands. Soit, par exemple, la figure AB, située sur la 
droite MN. 

M a g N 

Toute figure symétrique de AB, construite d'après la 
définition de la retournabilité est identique à A'B', et 
celle-ci ne diffère pas de AB, si ce n'est que les éléments 
constitutifs sont placés dans l'ordre inverse, quand Ton 
parcourt la droite MN dans un sens déterminé, par exemple 
de gauche à droite. Si l'on ne considère que la ligne MN 
sur laquelle est tracée la figure AB, cette figure n'est pas 
retournable, car il est impossible de l'amener en coïnci- 
dence avec B'A'. On peut faire glisser ^B jusqu'à ce que 
A vienne en B' et B en A' : les figures se recouvrent mais 
ne coïncident pas; les fragments de droite et les points 
qui composent AB ne recouvrent pas les fragments de 
droite et les points correspondants de A'B'. Permettons à 
la figure AB d'emprunter la seconde dimension, c'est-à- 
dire considérons-la dans un plan passant parla droite MN, 
il devient possible de lui faire exécuter dans ce plan une 
rotation de 180 degrés autour d'un point quelconque du 
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plan et, par une translation convenable, de l'amener en 
coïncidence avec A'B'. 

Ge raisonnement s'applique aussi bien à la droite in- 
définie MN qu'à toute figure tracée sur cette droite. 

Aucune autre ligne du plan ne jouit de cette propriété. 
Soit, en effet, ÀBCD une circonférence, la plus simple 
des courbes planes. Toute figure symétrique de ABCD 
construite d'après la définition delà retournabilité se pré- 






sentera comme A'B'C'D', qui ne diffère pas de ABCD, si 
ce n'est par la disposition inverse des éléments quand on 
parcourt les deux circonférences dans un même sens à 
partir d'un point correspondant. Par un raisonnement 
semblable à celui que nous avons fait pour la figure recti- 
linéaire, on constate qu'il est nécessaire pour faire coïn- 
cider ABCD avec A'B'C'D' de faire tourner la première 
figure de 180 degrés autour d'un axe convenablement 
choisi dans son plan ; mais alors cette figure a emprunté 
la troisième dimension et quitté le plan, tandis que la 
droite y demeurait, parce qu'en réalité elle tournait autour 
d'un axe perpendiculaire au plan. Les mêmes considéra- 
tions s'appliquent ù toute autre figure plane. 
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Ce dernier exemple montre que dans l'espace à trois 
dimensions le plan est retournable par une demi-rotation 
autour d'une de ses droites. Après ce mouvement les 
figures tracées dans le plan deviennent symétriques de 
leur position première par rapport à Taxe de rotation, et 
par conséquent au plan perpendiculaire mené par cet 
axe. 

Le plan jouit seul de cette propriété. Toute autre 
surface, fermée ou non, n'est pas retournable. Considé- 
rons, par exemple, un triangle curviligne ABC, découpé 





dans une surface cylindrique. Toute figure symétrique, 
construite d'après la définition de la retournabilité, se 
présente comme A'B'C qui ne diffère de ABC que par la 
position inverse des éléments, par rapport au plan de sy- 
métrie. 11 est toujours possible d'amener les deux figures 
en coïncidence suivant une génératrice de la surface 
(MN.M'N') t mais alors les figures ne se recouvrent pas. 
Fait-on T au contraire, coïncider les sommets correspon- 
dants, ces trois points seuls sont en contact. Dans un 
cas comme dans l'autre la courbure de la surface cylin- 
drique s oppose à l'adaptation complète des deux triangles. 



- 4a - 
Il en est de même de toute portion de surface non plane, 
et le raisonnement s'étend à ces surfaces elles-mêmes, 
puisqu'il est indépendant de la forme et des dimensions 
de la figure considérée. 

Physiquement, si Ton suppose la surface réalisée par 
une toile infiniment mince, flexible et inextensible, la 
retournabilité est possible dans tous les cas : si la surface 
est ouverte, elle se retourne comme un gant ; si elle est 
fermée, on la divise en deux surfaces ouvertes qu'on re- 
tourne séparément et qu'on réunit ensuite suivant la ligne 
de séparation. En géométrie il en est tout autrement : le 
mathématicien faisant abstraction des qualités sensibles 
dont les corps étendus sont affectés dansla nature, ne con- 
sidérant que la quantité intelligible, les figures géomé- 
triques doivent rester invariables de forme pendant toute 
V étude qu'on enjait. Voilà pourquoi les surfaces autres 
que le plan, bien qu'on imagine et qu'on représente leur 
symétrique par rapport à un quelconque de leurs plans 
normaux, ne sont pas géométriquement retournables, 
puisque, ne fût-ce qu'un instant, elles devraient changer 
de forme extérieure, c'est-à-dire que les relations de troi- 
sième dimension qui existent entre les différents points ne 
pourraient demeurer constantes pendant le retournement. 

Les considérations précédentes nous amènent à con- 
clure que les figures de l'espace euclidien ne sont retour- 
nables que si l'on dispose d'une dimension en plus de 
celles que comporte réellement la figure. Cela explique 
qu'il soit impossible de superposer deux figures à trois 
dimensions simplement symétriques. Certains géomètres 
prétendent concevoir — sans pouvoir l'imaginer toutefois 
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— qu'avec une quatrième dimension la superposition de- 
viendrait possible. 

Cette analogie, les géomètres non-euclidiens doivent 
l'employer déjà pour leur troisième dimension. 

Remarquons encore que de toutes les surfaces réglées, 
qui sont les surfaces engendrées par le déplacement d'une 
droite mobile, le plan est la seule sur laquelle sa géode- 
sique, la droite, puisse se retourner. Sur toutes les autres, 
la génératrice rectiligne ne pourrait être retournée sans 
une déformation transitoire que ne permet pas la géomé- 
trie. Cette propriété très remarquable s'étend aux deux 
autres surfaces identiques à elles-mêmes d'une égalité à 
trois dimensions et les distingue de leurs surfaces isomé- 
triques : le grand cercle sur la sphère ou la géodésique 
sur la pseudo-sphère par une demi-rotation autour d'un 
axe situé dans son plan et passant par le centre de symé- 
trie engendre sa figure retournée, et cela sans quitter la 
surface. Quand on considère les surfaces comme espaces 
à deux dimensions la retournabilité est donc une pro- 
priété caractéristique des géodésiques sur les surfaces 
identiques. On voit déjà quel parti les géomètres non- 
euclidiens vont tirer de cette remarque. 

Dans le plan riemannien, la droite (analogue au grand 
cercle d'une sphère euclidienne) peut tourner autour d'un 
de ses points sans sortir du plan, comme la droite eucli- 
dienne tourne autour d'un de ses points dans le plan eu- 
clidien. Toutefois, tandis qu'en gé métrie euclidienne le 
grand cercle a deux dimensions et se retourne dans la ■ 
troisième, eji géométrie riemannienne la droite (R) n'en 
a qu'une seule et se meut dans la seconde. 
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Une difficulté surgit : par tout point d'un grand cer- 
cle euclidien on peut faire passer deux sphères orthogo- 
nales à ce grand cercle ; il y a donc en géométrie riema- 
nienne deux plans perpendiculaires à une droite (R) quel- 
conque en chacun de ses points, et la définition que nous 
avons donnée de la retournabilité ne saurait s'appliquer 
sans modification. Mais n'insistons pas sur cette difficulté 
et voyons comment les géomètres riemanniens établissent 
que leur plan est retournable. 

Il faut ici faire appel à l'analogie précédemment éta- 
blie. La sphère euclidienne, nous l'avons vu, n'est pas 
retournable ; mais nous imaginons bien la figure retour- 
née d*une portion de sphère et certains prétendent conce- 
voir qu'avec une quatrième dimension on pourrait retour- 
ner la sphère entière. Ainsi fait le géomètre riemannien. 
Dans l'espace à trois dimensions de même courbure que 
son plan, il prétend retourner ce plan comme nous re- 
tournons le nôtre dans l'espace euclidien. Ne cherchons 
pas à voir comment cela se fait ; impossible de l'imaginer. 
De même pour le géomètre lobatschewskien, la droite 
(L) (géodésique de la pseudo-sphère) et le plan (L) 
(pseudo-sphère euclidienne) jouissent de la propriété 
d'être retournables et sont les seuls à en jouir. 

Comme en géométrie euclidienne, les surfaces appli- 
cables sur le plan riemannien ou sur le plan lobatschews- 
kien peuvent se retourner par une déformation transitive 
ne changeant pas la construction interne de la surface. 

Qu'en introduisant dans leurs théories cette hypo- 
thèse de la retournabilité des surfaces identiques les géo- 
mètres non-euclidiens ne s'exposent pas à parvenir dans 
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la suite de leurs déductions à une contradiction, cela res- 
sort de la distinction qui existe entre la retournabilité phy- 
sique et la retournabilité géométrique. Celle-ci exige que 
la figure qui se retourne reste invariable de forme pen- 
. dant toute la durée du retournement ; celle-là demande 
seulement que, l'opération terminée, les relations mu- 
tuelles de distance entre deux points quelconques rede- 
viennent les mêmes. Or, nous pouvons toujours conce- 
voir et réaliser une figure qui soit symétrique à une figure 
donnée, et comme tous les problèmes de géométrie oit 
intervient la retournabilité ne considèrent pas la figure 
pendant le retournement mais dans sa position primitive 
et dans sa position retournée, la déduction indéfinie sans 
contradiction n'est pas un critérium suffisant pour établir 
le bien fondé de l'hypothèse de la retournabilité des sur- 
faces identiques. 

Des définitions primordiales relatives aux espaces 
identiques, il résulte que ces espaces sont aux surfaces 
identiques ce que ces surfaces sont à leurs géodésiques, 
A chaque surface identique, que sa courbure soit positive, 
nulle ou négative, répond un espace identique ayant cette 
surface comme surface géodésique, c'est-à-dire que les 
lignes géodésiques de la surface sont en même temps des 
géodésiques de l'espace. Dans chaque espace la surface 
géodésique est retournable et y joue le même rôle que le 
plan dans l'espace euclidien. 

Il semble qu'on ne puisse pas comparer des figures 
tracées dans des espaces différents. En effet, « la ligne 
droite est définie dans l'espace à trois dimensions; comme, 
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d'une part, il y a impossibilité de faire coïncider deux 
droites appartenant à des plans de paramètres différents, 
et comme, d'autre part, il n'existe qu'une droite passant 
par deux, mêmes points, en vertu de la définition de la 
droite, on est obligé de reconnaître que la géométrie gé- 
nérale force à admettre des espaces à trois dimensions 
distincts dans lesquels ne peuvent entrer les figures ap- 
partenant aux autres (i) ». Pour sortir de cette difficulté, 
les géomètres non-euclidiens sont obligés de recourir à 
l'analyse infinitésimale. Les suivre sur ce terrain nous 
mènerait trop loin. 

Enfin, pour terminer ces considérations sur les espaces 
identiques, nous devons nous demander comment ils se 
comportent entre eux. De la dernière citation que nous 
avons empruntée à M. Léchalas, il semble ressortir que 
es divers espaces ne sauraient avoir quoi que ce soit de 
commun, et que logiquement on doit les considérer 
comme indépendants. Cependant cet auteur admet 
ailleurs (2) que ces espaces peuvent se couper deux à deux 
et que l'on doit en concevoir une infinité situés dans un 
mêmeespaceà quatre dimensions, (diva de soi, ajoute-t-il, 
que si nous avons parlé d'un espace à quatre dimensions, 
cela ne signifie pas qu'il n'y en ait qu'un ; comme pour 
les espaces à trois dimensions, il y aurait lieu de définir 
par son paramètre chaque espace à quatre dimensions 
identique à lui-même. » 



(1) G. Léchalas. La géométrie générale. Critique philosophique, 
septembre 1889, p. 224- 

t j } Étude sur l'espace et le temps, p. 4o. 
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Tousles partisan ts delà nouvelle géométrie ne sont pas 
aussi logiques que M. Léchalas. Les uns se réservent ; 
d'autres se refusent à admettre toute relation entre les 
théories non-euclidiennes et la géométrie à trois dimen- 
sions. Pour nous, il convient de suspendre notre jugement 
jusqu'au moment où nous étudierons les théories de 
l'espace à trois dimensions. 

Les considérations précédentes sur la géométrie non- 
euclidienne montrent que dans sa forme la plus récente elle 
est constituée comme suite indéfinie de déductions dont 
l'enchaînement logique doit prouver le bien-fondé de la 
définition qui sert de base au système. 

Il n'est pas d'euclidien, si opposé soit-il aux nouvelles 
théories, qui puisse refuser d'admettre que la déduction 
s'y poursuit indéfiniment sans pouvoir arriver jamais à 
une contradiction. En effet, M. Calinon reprenant et 
complétant la théorie du dictionnaire de M. Poincaré, a 
montré qu'on peut constituer entre les figures euclidiennes 
et les figures non-euclidiennes une correspondance telle 
que dans l'un et l'autre systèmes ces figures soient liées 
aux mêmes équations fondamentales : la géométrie eucli- 
dienne se porte garante de la rigueur des déductions de la 
géométrie nouvelle. 

Ceci admis, s'en suit-il, comme le prétendent les 
adeptes des théories modernes, que la définition qui sert 
de base à leur système est prouvée? En d'autres termes, 
cette déduction qui peut se poursuivre indéfiniment sans 
contradiction est-elle un critérium suffisant r de la valeur 
de la théorie? Nous ne le croyons pas. Il nous semble 
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absolument nécessaire de connaître la base rationnelle sur 
laquelle cet édifice est construit, de savoir à quelles intui- 
tions correspondent les définitions primordiales de cette 
géométrie ; si ces définitions sont adéquates, convenant à 
l'objet que Ton veut définir, à tout cet objet et à lui seul ; 
enfin si ces définitions, applicables à des objets d'intuition, 
n'ont pas été arbitrairement étendues et appliquées à 
d'autres objets. 

Ce n'est pas aux mathématiques qu'il appartient de 
répondre. 



CHAPITRE III 

L'ESPACE GÉOMÉTRIQUE 

I. — Le concept d'espace géométrique 

La géométrie étant la science des déterminations pos- 
sibles de ce que nous appelons l'espace, il est absolument 
nécessaire pour pouvoir juger de la portée philosophique 
des différents systèmes de savoir ce qu'est l'espace et par 
conséquent comment on peut le déterminer. Les philo- 
sophes sont partagés sur l'origine de la notion d'espace : 
les uns y voient l'œuvre de la pensée pure, exerçant son 
activité indépendamment du monde extérieur ; pour les 
autres, au contraire, l'esprit dégage des objets qui im- 
pressionnent les sens, les données de points, lignes, surfaces 
et volumes idéaux. 

Les nouvelles géométries semblent appuyer la pre- 
mière théorie, puisqu'elles sont fondées sur le contraire 
d'un postulat de la géométrie ordinaire. Mais, — nous nous 
efforcerons de le prouver, — elles peuvent être considérées 
comme des cas particuliers du système euclidien , et si les 
apparences sont trompeuses, c'est que nous sommes dans 
l'impossibilité de donner une véritable définition de la 
ligne droite, ou plutôt, c'est que cette ligne n'est intro- 

Delaporte. 4 
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duite en géométrie plane que comme ligne définie par 
deux de ses points, c'est-à-dire par une propriété qui 
convient également aux géodésiques des surfaces à cour- 
bure constante, quand on fait de la géométrie à deux 
dimensions. 

Il en est de même des spéculations mathématiques 
appelées géométrie à n dimensions. Cette géométrie que 
nous étudierons au chapitre V, n'esta proprement parler 
qu'une extension de l'algèbre, non susceptible d'interpré- 
tation géométrique. Les termes d'hyperespace, d'hyper- 
solide... qu'elle emploie n'ont été créés que pour ne pas 
compliquer un langage rendu si simple dans le cas de i , 
2 ou 3 variables, par l'introduction de la représentation 
géométrique. 

Pouvons-nous admettre la première théorie ? L'espace 
est-il une sorte de cadre antérieur à toute connaissance 
des objets extérieurs et indépendant de ces objets? On 
peut combiner des grandeurs spatiales : lignes, surfaces et 
volumes, bien au delà des formes observées dans la na- 
ture, et en cela l'esprit n'est pas limité ; mais ces gran- 
deurs qu'il combine, ne sont-elles pas des déterminations 
de ce que nous appelons l'espace? Et quand nous essayons 
de nous représenter cet espace, c'est toujours avec un 
ensemble de qualités sensibles que l'imagination le suscite 
devant l'esprit: visuellement, il apparaît toujours uni à 
la représentation de quelque sensation de couleur, aussi 
faible, aussi atténuée, qu'elle peut l'être ; tactilement, il 
entraîne avec lui la représentation de quelque sensation 
de pression et même de forme. Ces qualités sensibles ne 
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font pas partie de Vidée pure de l'espace, mais si nous les 
trouvons dès que nous voulons nous représenter menta- 
lement là notion, c'est que cette notion vient d'un com- 
plexe où elle se trouvait unie avec elles. De plus l'idée de 
pluralité qui se rencontre dans toute détermination de 
l'espace, ne saurait venir du moi pensant. Réfléchissant 
toujours sur lui-même, l'esprit n'arriverait jamais à cette 
idée de pluralité, qui vient nécessairement d'états psycho- 
logiques différents. Ces divers états produits par des 
objets distincts nous donnent simultanément l'idée de 
pluralité et celle d'unité qui lui est opposée. 

L'espace n'est donc pas une forme subjective, c'est 
une donnée du monde extérieur. Cette donnée est-elle le 
résultat de l'expérience brute ? ou bien les diverses 
notions spatiales sont-elles transformées par l'esprit avant 
de devenir l'objet de la science mathématique? 

Les points, les lignes, les cercles que chacun a dans 
l'esprit, selon Stuart Mill, sont de simples copies des 
points, des lignes et des cercles que l'on connaît par 
l'expérience. Les définitions géométriques ne sont que 
nos premières et nos plus évidentes généralisations rela- 
tives aux objets naturels. 

Ainsi donc pour Stuart Mill la notion géométrique 
résulte d'une généralisation de caractères spatials recon- 
nus communs à plusieurs objets. Si je considère un être 
quelconque dans la nature, je distingue dans cet être de 
nombreuses propriétés différentes, propriétés géométri- 
ques, physiques, chimiques... dont l'ensemble ne peut 
être affirmé d'aucun autre être ; mais chacune de ces por- 
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prié tés, isolée du groupement où je l'ai observée, indé- 
pendamment de la combinaison dans laquelle je l'ai con- 
statée, peut être affirmée d'un nombre indéfini d'êtres 
semblables, quelles que soient les circonstances de lieu et 
de temps. Particulière, lorsque je l'appliquais à un seul 
individu, lu notion de cette propriété devient générale et 
augmente indéfiniment en extension, sans changer toute- 
fois de compréhension. 

Lajhjuve est Tune de ces propriésté que l'on rencontre 
dans les corps qui nous entourent. Abstraite de l'un 
d'eux, elle peut s'affirmer d'un nombre illimité d'autres 
cires de même espèce. 

L'expérience nous la montre tout autre que dans la 
notion géométrique, qui lui correspond. Nous observons 
des tiges, des fils, que nous appelons droits, des' corps 
sphériques, cylindriques, cubiques, dont les sections sont 
circulaires, elliptiques ou polygonales ; nous les compa- 
rons et constatons que des corps auxquels nous avions 
attribué une même propriété diflèrent sensiblement. Deux 
tiges rigides me semblaient droites, et un simple verre 
grossissant me montre entre elles des différences pro- 
fondes ; telle ligne, qui, à l'œil nu, paraît fort régulière, 
devient au microscope une série de lignes brisées et de 
lignes courbes. Il faut donc convenir avec Stuart Mill 
qu'il n'y a pas de choses réelles exactement conformes 
aux définitions géométriques ; qu'il n'y a pas de points 
sans étendue, pas dé lignes sans largeur, ni parfaitement 
droites, pas de cerfcles à rayons exactement égaux ni de 
carrés à angles parfaitement droits. Mais alors, quel est 
l'objet de la géométrie ? Sont-ce les formes pures ? La 
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généralisation ne peut expliquer comment nous en avons 
là notion. Sont-ce, au contraire, comme semble le dire le 
philosophe anglais, les formes des objets matériels ? La 
généralisation est inutile, puisqu'il n'y a pas d'objets sem- 
blables. 

Nous ne croyons pas toutefois avec le philosophe 
anglais que l'exactitude que nous attribuons aux pre- 
miers principes de la géométrie soit illusoire, car ils cor- 
respondent à des faits réels ; nous ne pouvons pas non 
plus admettre avec lui l'opinion de Dugald-Steward qui 
présente les fondements de cette science comme des hypo- 
thèses d'où l'on tire un ensemble de conclusions absolu- 
ment rigoureuses, dès qu'on admet l'hypothèse. Bien 
meilleure nous paraît la théorie des philosophes qui ont 
admis, à la suite d'Aristote que l'âme possède une puis- 
sance spéciale, l'intellect agent, par laquelle, faisant 
abstraction des notes individuantes, elle extrait des objets 
matériels ce qu'il y a d'intelligible. Quand je me repré- 
sente deux surfaces se coupant suivant une ligne, j'abstrais 
de ma pensée toute matière déterminée, ces surfaces ne 
sont ni en bois, ni en métal, ni en pierre ; autrement je 
devrais faire une géométrie du bois, une géométrie des 
métaux, une géométrie de la pierre, car les figures réali- 
sées dans la nature diffèrent profondément suivant la 
matière qui les compose. Pendant toutes les opérations 
géométriques, le mathématicien sait fort bien qu'il ne rai- 
sonne pas sur les objets matériels même ou sur leurs 
images : ce n'est pas du cercle grossièrement tracé à la 
craie sur un tableau noir qu'il prétend démontrer que 
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toua les rayons sont égaux ; c'est sur la figure idéale, 
abstraite par l'intellect agent des données des sens, qu'il 
base sa démonstration. Il sait bien que, pour corres- 
pondre ii la réalité, les résultats qu'il obtient devront être 
modifiés par les résultats d'autres sciences ; mais il sait 
aussi que cela tient à l'imperfection des formes physiques, 
réalisées dans des corps soumis aux lois thermiques, ma- 
gnétiques ou chimiques. 

Des corps matériels qui nous entourent nous sommes 
parvenus par l'abstraction à établir les notions de point 
sans extensions, ligne sans largeur, surface sans épais^ 
scur, volume étendu en trois dimensions. Retenons ees 
trois dimensions, considérons-les indépendamment du 
corps étendu; nous avons le concept . d'espace réel; ce 
n'est pas l'extension même du corps, c'est le contenu du 
lieu du corps, rempli par ce corps. Elevons-nous encore 
plus haut, rejetons le dernier lien qui unit la notion d'es- 
pace à la matière sensible déterminée, l'esprit se trouve en 
présence d'une pure possibilité, l'espace idéal, l'espace 
géométrique. Ce n'est pas cette immensité dans laquelle 
se perd l'imagination impuissante à se représenter l'idée 
toule négative qui se trouve dans cette abstraction, c'est 
seulement la possibilité indéfinie de contenir des corps. 
D'où vient que l'esprit puisse ainsi abstraire l'espace 
de la matière déterminée? C'est, si nous ne nous trom- 
pons, de ce que l'étendue dont nous tirons la notion d'es- 
pace est le premier accident des corps matériels, qu'il est 
indépendant de tous les autres, et par conséquent peut être 
considéré par l'esprit en dehors d'eux. Dans le concept de 
chien, par exemple, est inclu nécessairement celui d'ani- 
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mal, dont il dépend ; dans celui d'étendue, il y a la notion 
de matière sensible, mais non celle de matière sensible 
déterminée. 



II. — Propriétés de l'espace géométrique 

Cet espace possible, le mathématicien pourra le déter- 
miner à volonté, y plaçant des figures aussi variées que 
son imagination pourra les inventer, sous la seule réserve 
du principe de non-contradiction. Il est donc homogène, 
c'est-à-dire qu'il peut être indéfiniment divisé en parties 
semblables, ce qui suppose en puissance autant de parties 
dans le moins que dans le plus. On s'est scandalisé d'un 
tel fait et on a cru trouver là quelque contradiction: 
« Une sphère, si petite qu'elle soit, dit M. Delbœuf (i), 
est l'image exacte d'une autre sphère, si grande qu'on 
l'imagine. Il n'y a pas un point dans celle-ci qui n'ait son 
représentant spécial dans celle-là ; et cependant elle con- 
tient plus de points que celle-là. Sur son rayon on pourra 
placer deux fois, trois fois, cent fois, un million de fois le 
rayon de la petite sphère, il contiendra donc deux fois, 
trois fois, cent fois, un million de fois autant de points 
que celui-ci, — ou si l'on n'aime pas le mot point, qu'on 
accepte l'expression plus vague de partie ou de terme — 
et pourtant, en vertu du postulat, il y a autant de parties, 
autant de termes dans le petit que dans le grand. C'est là 



(i) L'ancienne et les nouvelles géométries. Revue philosophique, 
t. XXXVI, 1893, p. 463. 
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une contradiction manifeste qui fait des espaces euclidiens 
un espace plus imaginaire que celui qu'on voit derrière 
un miroir. » M. Delbœuf a raison s'il considère des points 
déjà marqués sur le rayon de la petite sphère ; que je le 
place deux fois, trois fois, cent fois, un million de fois sur 
le rayon de la grande sphère, j'aurai sur ce rayon un nom- 
bre proportionnel de points. Mais est-ce là ce quon en- 
tend par l'homogénéité de l'espace ? Non pas ; quand je dis 
qu'une petite sphère est l'image exacte d'une sphère plus 
grande, je prétends simplement qu'à toute figure dessinée 
sur celle-ci, je puis faire correspondre sur celle-là une 
figure semblable ayant les mêmes propriétés ; que pour 
tout poi nt que vous marquerez sur l'une d'elles , je ma rquerai 
sur l'autre un point placé dans les mêmes conditions. 

De cette homogénéité de l'espace résulte que la dé- 
monstration géométrique est indépendante de la grandeur 
de la figure, en d'autres termes qu'il y a des figures sem- 
blables c'est-à-dire des figures ayant les mêmes propriétés 
avec des dimensions différentes. 

Les nouvelles géométries n'admettent pas la similitude. 
Dans un plan riemannien, si je veux tracer un triangle sem- 
blable à un triangle donné, les deux figures auront néces- 
sairement leurs côtés égaux, chacun à chacun. Ces sys- 
tèmes déterminent donc l'espace d'une façon particulière, 
en restreignant sa propriété fondamentale ; elles sont par 
conséquent moins générales que la géométrie euclidienne 
qui admet cette propriété dans toute son amplitude. 

L'homogénéité de l'espace géométrique a donné lieu 
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au problème des mondes semblables. M. Delbœuf suppose 
qu'un homme, auquel il donne le nom de Mégamicros 
se trouve transporté dons un monde dont toutes les di- 
mensions linéaires ne sont que la moitié des dimensions 
correspondantes de notre univers. Déjà Laplace avait re- 
marqué qu'en astronomie aucun des mouvements des 
astres ne serait troublé s'il se produisait une telle réduc- 
tion. M. Delbœuf étend à l'être humain tout entier la 
réduction proportionnelle, ou plutôt il fait une distinc- 
tion, ne pouvant concevoir que l'intelligence, la mémoire, 
la raison de Mégamicros aient été transformées dans la 
même proportion que la masse et le volume de son cer- 
veau et il en conclut que l'espace réel ne correspond pas 
à l'espace géométrique, que les propriétés de celui-ci ne 
sont pas les propriétés de celui-là. 

C'est, ce nous semble, une fausse interprétation de la 
question. Nous parlons d'une propriété de l'espace et nous 
cherchons ce qui résulterait d'une réduction de cet espace. 
Nous sommes dans le domaine de l'abstraction mathéma- 
tique, et non dans le domaine des faits matériels. Les rela- 
tions observées dans les figures subsistent toutes, quand 
je réduis ces figures suivant une loi de proportionnalité, 
parce que ces relations sont intimement liées les unes aux 
autres et ne sont que des rapports de distances. Mais, en 
passant à l'ordre des faits, on introduit dans la question 
toute autre chose que de la géométrie ; la figure devient 
intimement liée à une matière déterminée et ne peut 
subsister dès que cette matière change de détermination 
. soit dans ses propriétés physiques, soit dans ses propriétés 
chimiques. 
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On ne se rend pas bien compte de l'abstraction quand 
on se demande, par exemple, si l'espace géométrique 
comporte une physique, une chimie, une biologie. La 
matière déterminée que supposent les sciences naturelles 
n'est pas l'objet de la géométrie pure, c'est celui de la 
géométrie appliquée. C'est à cette dernière science qu'il 
appartient d'adapter les résultats purement idéaux de la 
géométrie aux objets matériels, en tenant compte des lois 
physiques et chimiques qui s'opposent à la stabilité des 
figures. 

Comme corollaires de l'homogénéité de l'espace, nous 
devons noter son isogénéi té, son invariabilité, son identité. 
L'espace géométrique est isogène, étant indéfiniment divi- 
sible en parties semblables; il l'est nécessairement et à 
plus forte raison en parties égales. 

L'espace géométrique est invariable ; la figure que 
nous appelons triangle est la même qu'elle était au temps 
d'Euclide ou d'Aristote ; elle est la même pour l'Européen 
que pour l'Américain ; parce qu'elle est une pure notion, 
indépendante des triangles qui peuvent être réalisés dans 
la nature. 

L'espace géométrique est identique à lui-même. Dans 
la conception que nous nous faisons de cet espace, les 
ligures que nous y déplaçons ne font que changer de lieu, 
et tous les lieux possibles sont identiques. 11 n'en est point 
ainsi des figures des corps matériels ; quand le corps 
change de lieu, ses molécules soumises aux lois physiques 
subissant des pressions variables qui le distendent ou le 
resserrent et changent sa conformation. L'élude de ces 
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changements appartient à la physique, celle des formes 
pures fait l'objet de la géométrie. 

Un triangle, en tant que triangle, est le même au pôle 
et à l'équateur, parce que ni l'équateur ni le pôle n'entrent 
dans sa définition ; mais un triangle réalisé dans un corps 
physique varie de grandeur quand on le transporte d'un 
lieu à un autre parce que c'est un triangle physique, par 
conséquent soumis à des conditions de température, 
d'attraction... qui varient suivant les lieux; ce n'est pas, 
comme triangle, mais parce qu'elle est réalisée dans le 
monde physique, que sa figure peut changer. Il n'y a 
donc pas lieu de faire un, axiome de la possibilité du 
monument d'une figure invariable comme le voudrait 
M. Poincaré (i). 

Enfin, de ce que l'espace géométrique est un être de 
raison, il résulte qu'on peut le déterminer simultanément 
de plusieurs façons, que les corps idéaux que nous y 
plaçons n'offrent aucune résistance et se compénètrent. Je 
puis concevoir une sphère, un cône, un cylindre, occu- 
pant une même portion de l'espace. Je puis supprimer 
telle partie qu'il me plaira, ne considérer par exemple que 
l'espace extérieur à la sphère, diviser de nouveau cet 
espace, y pratiquer des solutions de continuité. Tout cela 
m'est permis, pourvu que je reste dans l'ordre idéal de 
mon abstraction ; quand je voudrai passer à l'ordre réel, 
il me faudra tenir compte des autres sciences, non pas 



(i) Poincaré. Les géométries non-euclidiennes. Revue gén. des Se. 
i5 décembre 1891. Cf. A. Fouillée. Le mouvement positiviste et la con- 
ception sooiologique du monde, p. 38-3g. 
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pour contrôler mes recherches, mais seulement pour 
établir ce qu'elles ont de compatible avec les propriétés 
que j'avais négligées.' 



III. — L'espace non-euclidien 

Quelle est la position des néo-géomètres vis-à-vis de 
l'espace idéal, tel que nous le concevons? Les solides 
idéaux que considère notre géométrie peuvent toujours 
être coupés par des plans euclidiens absolument réguliers. 
Il n'en est pas ainsi des corps physiques, et même dans la 
plupart des cas, en fendant un morceau de bois par 
exemple, ou en divisant un minéral, on obtient une sur- 
face plus ou moins régulière qui n'est pas un plan. Même 
clans les cristaux, qui présentent plus de régularité que 
tous les autres corps, il arrive souvent que les faces ne 
sont pas planes. Dans certaines espèces, le diamant et le 
gypse, par exemple, le fait de la courbure des faces est à 
peu près constant. Entre deux points d'une telle surface, 
il sera généralement impossible de tracer une droite 
physique, à cause de l'impénétrabilité du corps, bien que 
par la pensée il soit toujours permis d'imaginer la droite 
géométrique reliant ces deux points. Cependant il y a, en 
général, sur la surface, une ligne de plus courte distance 
entre deux points quelconques, ligne qu'on est convenu 
d'appeler géodésique de la surface. 

Les néo-géomètres imaginent des espaces où un fil 
tendu prendrait nécessairement la forme qu'il prend en 
réalité si on veut le tendre sur une sphère matérielle 
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(géométrie riemannienne) ou suivant certaines lignes 
d'une surface pseudo-sphérique (géométrie lobatschews- 
kienne) absolument comme dans notre espace physique, 
quand on tend un fil pesant entre deux points, il s'incurve 
sous l'action de la pesanteur et donne lieu à la figure 
géométrique que nous appelons chaînette. Ils pourraient 
tout aussi bien considérer des courbes dont la génération 
serait plus compliquée, par exemple celle d'un rayon 
lumineux traversant une atmosphère de densité variable. 
Quand un rayon lumineux se propageant en ligne droite 
dans un milieu homogène vient à rencontrer un autre 
milieu également homogène mais de densité différente, il 
suit encore le plus court chemin relatif, qui dans ce cas 
est une ligne droite euclidienne, dont la direction est 
différente de celle qu'il suivait primitivement. Si au second 
milieu succède un troisième milieu de densité différente, 
également homogène, le rayon lumineux prendra une 
troisième direction. Qu'au lieu de milieux homogènes 
successifs, il traverse un espace dont la densité varie sans 
cesse _djine façon régulière, le rayon lumineux suivra une 
courbe régulière qui sera le plus court chemin. Un autre 
exemple d'un plus court chemin qui n'est pas une droite, 
c'est la courbe du chien. On sait en quoi consiste cette 
courbe : le maître du chien se promène d'un pas régulier 
le long d'une route droite ; le chien qui est dans la cam- 
pagne veut rejoindre son maître ; il se met à courir, se 
dirigeant toujours vers lui, et décrit ainsi une courbe qui 
est le plus court chemin. 

Il est aisé de comprendre que si nous transportons la 
courbe décrite par le rayon lumineux dans un espace de 
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densité différente, elle ne correspondra plus au plus court 
chemin. Ainsi en est-il dans les géométries non-eucli- 
diennes. Une droite riemannienne de l'espace à courbure A 
transporté dans l'espace à courbure B y sera une courbe 
plane, et non plus une ligne droite; nous pouvons nous 
rendre compte de cette différence en géométrie eucli- 
dienne : cette droite riemannienne est un grand cercle 
d'une certaine sphère euclidienne; la transporter dans un 
autre espace riemannien, c'est pour nous la transporter 
sur une autre sphère de rayon différent, où elle sera un 
petit cercle, si le rayon est plus grand que celui de la 
première sphère ; si ce rayon est plus petit, nous ne pou- 
vons la rapporter à notre sphère. Dans l'espace riemannien, 
tel que le conçoivent les néo-géomètres, peut-être peut- 
elle trouver place, grâce à la troisième dimension, nous 
n'oserions toutefois l'affirmer, car ne concevant pas bien 
ce qu'est un espace riemannien à trois dimensions, et 
sachant d'autre part qu'il est limité, nous pouvons nous 
exposer à l'erreur de celui qui prétendrait placer une 
circonférence sur une sphère de rayon plus petit. 

On pourrait croire que les géométries non-euclidiennes, 
puisant dans le monde sensible leurs données premières, 
ont même raison d'exister que le système euclidien. Mais 
ces géométries ne s'élèvent pas à une abstraction aussi 
pure, aussi complète que celle de, la géométrie ordinaire. 
Elles mêlent dans leurs données primitives à la notion de 
figure une notion physique qui détermine la première et 
lui enlève de sa généralité ; car l'espace tel que nous le 
concevons est un concept d'où l'on a retiré toutes les 
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figures et où l'esprit les replace. Il n'y a donc pas en ") 
lui de structure interne ; pas de formes, mais la simple ( 
possibilité d'être déterminé de toutes les façons possibles. 
Ces déterminations, les figures peuvent être planes, sphé- 
riques , pseudo-spbériques , elliptiques , hyperboliques , 
parabobques ; on peut les considérer par groupes possé- 
dant des propriétés communes, c'est ce que font les néo- 
géomètres ; mais alors ce n'est pas la géométrie générale, 
c'est tout au contraire des géométries particulières qu'on 
étudie. 
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CHAPITRE IV 

DÉFINITIONS DE LA LIGNE DROITE 

I. — La définition géométrique 

Quand nous sommes parvenus aux notions de volume, 
surface, ligne,... c'est par la définition que nous pouvons 
manifester nôtre conception des figures qui correspondent 
à ces notions. 

Tout concept géométrique peut renfermer trois élé- 
ments : la grandeur, la situation et la forme d'une figure. 

La grandeur est la quantité d'espace géométrique com- 
pris dans la figure. C'est la matière indispensable sans 
laquelle il ne saurait y avoir de figure, et cependant elle 
n entrera pas explicitement dans la définition, pan:e que, 
si les figures ne peuvent être réalisées que dans la matière 
sensible, on peut les concevoir indépendamment de telle 
ou telle matière déterminée. D'ailleurs, si une figure géo- 
métrique euclidienne peut augmenter ou diminuer de 
grandeur, sans que varie la notion à laquelle elle corres- 
pond, il n'est pas moins vrai que plusieurs espaces de 
même grandeur peuvent répondre à des définitions diffé- 
rentes : les triangles semblables, qui ne différent pas de 
forme, mais seulement de surface, ont une même défi- 
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nition, celle du triangle ; la sphère, le cube et le cône de 
même volume, chacun une définition spéciale. 

La situation est le rapport de position qui existe entre 
la figure considérée et une ou plusieurs autres figures 
antérieurement connues. Pour déterminer la situation, il 
faut connaître la figure ; ce n'est donc pas un élément de 
la définition. 

Reste la forme : la définition devra l'exprimer. Or, la 
forme résulte d'une certaine disposition, les uns par rap- 
port aux autres, des points, ligues ou surfaces qui limi-r 
lent la figure. La définition géométrique parfaite devra 
exprimer cette disposition, ou, ce qui revient au même, 
donner les moyens de construire la figure et de la distin- 
guer des autres figures. Ce sera une définition per gene- 
ralionem, ou, selon l'expression bien connue de M. Del- 
bceuf, une définition génétique. 

Ainsi donnée, la définition indiquera l'essence de la 
figure, comme le montre l'exemple suivant : « Quand 
on me dit : « la circonférence est la courbe engendrée par 
a un point qui se meut dans le plan en restant toujours à 
« la même distance d'un point fixe », immédiatement je 
vois ce point mobile et ce point fixe ; je suis le premier dans 
son mouvement, et je vois la courbe qu'il trace ; j'ai pris 
arbitrairement tel ou tel rayon, car les dimensions de la 
figure lie font rien à l'affaire, et l'essentiel était d'assister 
h la génération de la courbe, de m'assurer que de la règle 
de construction posée résulte la figure détinie. . . Il faut 
qu'une certaine quantité soit comprise dans la figure 
puisque tout schème est une image, et que ce qui n'a pas 
de quantité ne saurait être imaginé; mais l'objet propre 
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du schème est la loi de construction qui peut être réalisée 
indifféremment dans tous les points de l'espace (i). » 

Remarquons qu'il n'est pas possible de définir ainsi 
toutes les figures ; la définition génétique suppose des 
constructions, et toute construction nécessite la connais- 
sance préalable d'une figure antérieure à celle que l'on 
construit ; aussi ne peut-elle s'appliquer aux notions les 
plus simples de la géométrie. Il faudra donc définir les 
premières figures par une propriété caractéristique, c'est- 
à-dire par une propriété convenant à la figure et à elle 
seule, 

La valeur intrinsèque de ces deux espèces de définir 
tions est bien différente. 

La définition génétique donne l'essence de la figure, 
elle fait connaître ce qui fait que cette figure est ce qu'elle 
est, puisqu'elle en indique la forme, et que c'est par la 
forme que les diverses espèces de figures se distinguent. 
Quand on définit le triangle rectiligne la figure formée 
par trois droites qui se coupent deux à deux, on donne 
une définition génétique, qui permet de construire le 
triangle cL de le distinguer des autres figures planes; c'est 
aussi une définition essentielle, la nature du triangle étant 
d'être composé de trois droites qui se coupent. Le définit- 
on, au contraire, un polygone dont la somme des angles 
est égale h deux angles droits, on indique une de ses pro- 



(1) Liard. Des définitions géométriques et des définitions empiriques, 
p. 6a-63. 
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priétés caractéristiques, et pourtant l'esprit n'est pas 
satisfait ; deux questions se posent : peut-il exister un tel 
polygone, et si ce polygone existe, combien a-t-il de 
côtés ? Il est impossible de répondre en partant de la défi- 
nition donnée. On ne parviendra pas à y rattacher logi- 
quement les propriétés du triangle, tandis que Ton doit 
arriver à voir les relations qui unissent d'une façon logi- 
que et nécessaire toutes les propriétés à la définition 
essentielle et génétique. Aussi n'y a-t-il pas lieu de s'éton- 
ner si aux premières définitions de la géométrie — défi- 
nitions qui ne peuvent être génétiques, — on ne peut 
relier logiquement qu'une partie des propriétés aperçues 
intuitivement dans les figures définies. Il restera un résidu, 
qui devra être présenté sous forme de postulats. 

La définition génétique, nous l'avons vu, met à la 
disposition du géomètre les éléments nécessaires et suffi- 
sants pour construire la figure définie. Telle est, en géo- 
métrie plane, cette définition de la circonférence : une 
courbe fermée dont tous les points sont équidistants d'un 
point appelé centre. Telle est encore la définition des 
polygones semblables, qui sont des polygones dont les 
angles sont égaux et les côtés proportionnels. Etant donné 
un polygone quelconque ABCD... et un segment de 
droite A'B' qui est dans un certain rapport avec le côté 
AB du polygone, il est toujours possible de construire, 
en s'appuyant sur cette définition, une figure semblable 
au polygone donné ; il suffit de former au point B' un 
angle égal à l'angle B ; de porter sur le côté de cet angle 
une longueur B' G' qui soit avec BG dans le rapport de 
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proportionnalité qui unit A'B' à AB ; de former en C dans 
le plan A' B' G' un angle égal à l'angle G... t etc.. 

Cette dernière définition génétique, irréprochable 
dans le cas des polygones à 4, 5, ou to côtés, peut être 
attaquée quand on l'applique aux triangles. Si je dis que 
lés triangles semblables sont des triangles dont les angles 
sont égaux et les côtés proportionnels, j'énonce plus de 
conditions qu'il n'est besoin pour déterminer les figures ; 
les trois côtés du triangle étant donnés, on peut le con- 
struire, et Ton n'est pas libre de choisir les angles. Une 
telle définition, qui est surabondante, peut dire conservée 
dans l'exposition de la géométrie, à cause de la définition 
de plus . grande extension dont elle est un cas particulier, 
mais elle suppose un théorème pour réduire le nombre 
des conditions ; et, en effet, tous les manuels qui rem- 
ploient établissent ensuite que l'égalité des angles et la 
proportionnalité des côtés sont corrélatives. 

La définition par une propriété caractéristique peut 
également tomber dans le défaut de la surabondance. On 
définit parfois le plan : une surface telle que toute droite 
qui a deux de ses points dans la surface y est contenue 
tout entière. L'intuition nous révèle qu'une telle surface 
est possible ; la définition nous donne des conditions 
surabondantes qui n'ont pu être reliées par aucun théo- 
rème. 

Qu'elle nous donne ou non les moyens de construire 
la figure, qu'elle soit génétique ou caractéristique, la défi- 
nition géométrique doit toujours nous permettre de dis- 
tinguer la figure définie. La définition de la ligne droite 



z*»*sr.T-' 



-6 9 - 

que, depuis Legendre, on trouve dans la plupart des 
auteurs classiques, pèche contre cette règle; Que cette 
ligne soit la plus courte entre deux points donnés, c'est 
certainement Tune de ses propriétés caractéristiques ; mais 
pour qui n'en connaîtrait pas d'autres, il serait impossible 
de savoir si, parmi plusieurs lignes passant par les deux 
points, il existe une droite ; la seule chose permise, ce 
serait d'affirmer qu'il se trouve ou non une ligne plus 
courte que toutes les autres, mais non qu'elle est la plus 
courte possible. 

Les Éléments d'Euclide contiennent au moins une 
définition qui est en défaut contre cette règle : la défi- 
nition des parallèles. Plusieurs droites étant tracées dans 
un plan, il n'y a aucun moyen de reconnaître s'il 
y en a qui, prolongées indéfiniment, ne se rencontreraient 
pas. A l'aide de la définition, nous ne pouvons donc ni 
construire ni reconnaître les lignes parallèles. Mais nous 
savons, avant d'aborder l'étude des parallèles, que deux 
droites se coupent quand elles rencontrent une troisième 
droite et font avec elle d'un même côté des angles inter- 
nes, dont la somme est différente de deux droites. Par 
un point quelconque du plan, extérieur à une droite 
donnée, on peut toujours mener une droite et une seule 
telle qu'une sécante quelconque coupe ces deux droites 
en formant avec elles d'un même côté des angles inté- 
rieurs dont la somme est égale à deux droits. Postulons 
que ces deux droites ne se rencontreront pas, et nous 
venons en possession d'un moyen de construire et de 
reconnaître les droites parallèles. Ce postulat, complète- 
ment nécessaire de la définition, s'énoncera : par un point 
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extérieur à une droite on peut toujours mener une paral- 
lèle à celle droite et Ton n'en peut mener qu'une seule. 

La définition géométrique ne doit pas être circulaire ; 
en d'autres termes, le nom de la figure définie ne doit pas 
entrer dans la définition, soit directement, soit d'une 
façon déguisée. C'est ainsi qu'on ne peut pas dire : la 
droite est une ligne de direction constante, parce que 
pour le constater il est indispensable d'avoir une direction 
constante, c'est-à-dire une droite. 

Bien'qu'en général la définition géométrique doive 
éviter également d'être négative, ce n'est pas une faute de 
remployer telle si, dans le genre prochain de la figure 
définie, il n'y a que deux différences spécifiques qui 
s'excluent Tune l'autre. Aussi la définition suivante est- 
elle recevable : « La ligne est une longueur sans largeur », 
parce qu'il n'y a pas de milieu entre « avoir une largeur » 
et n'en pas avoir. 

Enfin, comme toute définition parfaite, la définition 
génétique indiquera le genre prochain de la figure définie 
et la différence spécifique, car définir une chose c'est dire 
en quoi elle convient avec une autre chose déjà connue, 
— et par là elle rentre dans un même genre avec cette 
autre chose, — et en quoi elle en diffère-. Mais, remar- 
quons-le bien, il s'agit ici du genre prochain et la diffé- 
rence spécifique tels que les conçoit le logicien et non pas 
tels que les entend le naturaliste. C'est que la définition 
géométrique est autre que la définition physique : celle-ci 
est empirique et se compose d'éléments d'observation ; 
elle peut donc varier à mesure que la science se déve- 
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loppe ; celle-là est absolue et nécessaire, par conséquent 
immuable, La raison en est que les conditions de la science 
sont différentes : nous connaissons l'essence de certaines 
figures, nous ignorons celle des objets physiques. 

Il est vrai, historiquement, que la plupart des théories 
géométriques ne se sont formées qu'après une longue ex- 
périmentation ; sans remonter aux Grecs, on peut citer 
un grand nombre de théorèmes énoncés longtemps avant 
d'avoir été démontrés : Galilée avait prouvé expérimenta- 
lement que l'aire de la cycloïde est triple de Taire de son 
cercle générateur, avant que Pascal et Wallis l'établissent 
géométriquement. Mais dans la partie de la science mathé- 
matique définitivement constituée, l'esprit saisit les rela- 
tions nécessaires qui unissent les propriétés de chaque 
figure à son essence. Ces propriétés n'entrent donc point ' 
comme composants dans là notion de la figure. 

Dans les sciences physiques et naturelles, où l'esprit 
ne perçoit pas l'essence des choses, mais des éléments 
d'observation qui se modifient à mesure que la science se 
développe, en sorte que tel corps considéré jadis comme 
simple se décompose aujourd'hui en plusieurs éléments et 
qu'il ri est pas établi que ces éléments soient eux-mêmes 
indécomposables, les propriétés se juxtaposent pour former 
la notion d'être physique. Bipède, mammifère, vertébré... 
sont autant dénotes indispensables à l'idée compréhensive 
d'homme, parce que chacune de ces notes est indépen- 
dante des autres. Au contraire, si je définis le triangle : 
« une figure formée par trois droites qui se coupent telles 
que l'une de ces droites soit plus petite que la somme des 
deux autres et plus grande que leur différence », je n'ai 
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rien ajouté de plus à l'idée de triangle que si je lavais 
simplement défini : « la figure formée par trois droites qui 
se coupent », car je n'ai fait qu'énoncer en outre une 
conséquence et non un élément de la notion du triangle. 

On ne doit donc pas, en géométrie, définir par le 
genre prochain et la différence spécifique tels que les com- 
prend le naturaliste ; ce sont des cadres d'ordre extensif, 
fondés sur les éléments secondaires ou propriétés, entrant 
bien dans la notion que la science naturelle se fait actuel- 
lement, provisoirement, des réalités, mais non dane la 
notion essentielle. En mathématiques, c'est la définition 
essentielle qui est féconde. Aussi ne définit-on pas le 
triangle un polygone dont la somme des angles est égale 
à deux droits, car on n'en tirerait rien, pas même qu'il a 
trois côtés et trois angles; tandis que, de la définition par 
les côtés, on déduit que la somme des angles est égaie a 
deux droits. 

Définit-on l'homme: «un animal raisonnable », tous 
ses caractères physiques sont compris dans le mol animal, 
mais je ne les connais pas encore, parce qu'ils ne décou- 
lent pas nécessairement tous de la compréhension du mot 
animal, et quand un naturaliste m'expliquera que cet être 
vivant sensitif est un vertébré à respiration pulmonaire, 
mammifère monodelphe, bimane, les caractères qui défi- 
nissent ces genres et espèces compléteront ma notion 
première. 

Qu'en géométrie, après avoir distingué des surfaces 
planes et des surfaces courbes, je divise les premières en 
polygones, cercles... ceux-là en triangles, quadrilatères, 
pentagones... les triangles en triangle équilatéral, isocèle, 
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rectangle, Scalène, et 1 qu'ensuite je donne cette définition 
du triangle équilatéral : un triangle qui a ses trois côtés 
égaux, du genre polygone, de la classe des surfaces planes, 
de T embranchement des surfaces, je n'aurai pas dit plus 
qu'en le définissant simplement : un triangle qui a ses 
trois côtés égaux. Les rapports qui unissent le triangle 
équilatéral au polygone, celui-ci à la surface plane et 
à la surface en général, ne présentent pour le géomètre 
aucun intérêt au point de vue de la définition, puisqu'il 
connaît l'essence du triangle équilatéral. 



IL — Définitions euclidiennes de la ligne droite 

La définition génétique, seule définition parfaite en 
géométrie, ne peut s'appliquer aux données premières de 
la science, puisqu'elle suppose au moins une première 
figure sur laquelle puissent se baser les constructions 
qu'elle indique. La géométrie débute donc nécessairement 
par une ou plusieurs définitions simplement caractéris- 
tiques. Euclide et, à son exemple, tous les auteurs de 
traités ont choisi comme point de départ la ligne la plus 
simple que l'on puisse imaginer entre deux points quel- 
conques de l'espace géométrique. Cette ligne s'appelle 
ligne droite, par opposition aux clignes que Ton peut 
tracer entre ces deux points et auxquelles on donne le 
nom de lignes. De cette ligne, dont un fil tendu donne 
une image sensible, l'intuition nous apprend: 

i° Que chacun de ses points est avec les deux points 
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qui la déterminent dans un rapport qui n'est réalisé par 
aucun autre point de l'espace ; 

a Que l'espace géométrique, tel que nous le conce- 
vons, étant homogène, on peut toujours par deux quel- 
conques de ses points faire passer une droite et une seule 
et la prolonger indéfiniment au delà de chacun de ses deux 
points, d'où il suit que: 

3° Deux droites qui ont deux points communs coïn- 
cident dans toute leur étendue ; 

4° Et que deux droites différentes ne peuvent avoir 
qu'un seul point commun. 

L'intuition nous apprend, en outre, qu'on peut ad- 
mettre une surface telle que deux quelconques de ses points 
puissent être unis par une droite contenue tout entière 
dans la surface. Cette surface, dont une glace polie donne 
une image sensible, s'appelle plan. Deux droites situées 
dans un même plan ont un point commun ou peuvent 
être prolongées indéfiniment de chaque côté sans se ren- 
contrer jamais ; dans ce dernier cas, on dit que ces droites 
sont parallèles. 

N'ayant pas pu réaliser l'union de toutes les propriétés 
de la droite à Tune de ces données de l'intuition, Euclide a 
posé une définition complétée par quatre postulats. Sa défi- 
nition est ainsi conçue: Une ligne droite est celle qui est 
scmblablement placée par rapport à ses points. Eùftetx 
ypxfLph eartv rfrtç i\ ïaov tolç e<p' i%mr)ç (TYjpstot; jeetrat. Cette 
définition, selon M. Delbœuf, « est peu précise, car elle 
contient le terme non défini de semblable. Et puis com- 
ment placer la droite semblablement entre ses points ? Ce 
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serait déjà assez difficile de la placer semblablement entre 
deux de ses points, et quand on donne deux de ses points, 
elle est toute placée, comme l'implique la première des 
demandes qu'on va lire... que d'un point à un autre on 
puisse toujours mener une ligne droite (i) ». M. Renouvier 
est d'un tout autre avis : « Cette définition semble obscure, 
dit-il (2), parce qu'elle est concise, mais comment ex- 
primer plus exactement la forme d'une direction pure dans 
l'espace? On ne pourrait en développer l'idée que par des 
tautologies comme celle-ci : une longueur pure, étendue 
en une seule dimension sans dévier ou qui ne se place 
jamais en son cours, de façon à s'étendre en une dimen- 
sion nouvelle par rapport à ses propres points déjà déter- 
minés de position. Prenons pour terme de comparaison 
la circonférence. Cette ligne, d'un rayon donné, peut 
bien être dite la même entre ses points, dans ce sens que 
son degré de courbure ne varie pas comme il arrive en 
d'autres courbes dont une dimension s'infléchit plus ou 
moins vers une seconde (ou peut-être une troisième), en 
son tracé dans l'espace ; mais elle n'est pas placée ou située 
d'une manière identique par rapport à ses points, selon 
qu'on prend ceux-ci à droite ou à gauche du diamètre 
mené par l'un d'eux: elle passe d'un côté des uns, de 



(1) Delbœuf. L'ancienne et les nouvelles géométries. Revue philoso- 
phique, t. XXXVIII, 1894, p. 118. La définition que propose M. Delbœuf 
est la suivante : « La droite est une ligne homogène, c'est-à-dire dont toutes 

! parties, quelle qu'en soient la longueur, sont semblables. » Il est juste, 
d'ailleurs, de remarquer qu'il prévient qu'il considère la droite comme une 
diuinée. Cf. La Géométrie euclidienne sans le postulatum d'Euclide, n° 57. 

(2) Renouvier. Philosophie de la Règle et du Compas. L'Année philo- 
sophique, 2 e année, 189 1, p. 7-8. 
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l'autre côté des autres, allant ainsi, dans tout son cours, 
en deux dimensions, et non en une dimension et une di- 
rection seulement, comme le diamètre lui-même. Ce ne 
sont pas ici de grossières pétitions de principe, mais de 
légitimes moyens d'éclaircissement. » 

A cette définition, les géomètres se sont efforcés de 
substituer une propriété caractéristique, de laquelle on 
pût faire découler logiquement quelques-uns des postulats 
qui sont indispensables dans les Éléments d'Euclide. La 
plupart des auteurs classiques depuis Legendre considèrent 
la droite à la manière d'Archimède et de Proclus, et la 
définissent : le plus court chemin d'un point à un autre, 
en admettant que d'un point à un autre on ne peut mener 
qu'une seule droite. 

Est-ce bien là réellement une définition ? Est-ce un 
caractère essentiel de la droite d'être la plus courte des 
lignes que l'on peut mener entre deux points? Non pas. 
Cette proposition, en effet, peut être ainsi énoncée : la 
ligne droite comparée à d'autres lignes qui ne sont pas 
droites et qui ont mêmes extrémités est plus courte que 
ces autres lignes. Mais alors, cette proposition est le 
résultat d'une comparaison entre la ligne droite et 
d'autres lignes qui ne sont pas droites. Et puisque toute 
comparaison présuppose logiquement la connaissance 
antérieure des termes qu'elle compare, il est évident que la 
propriété d'être plus courte que les autres lignes cjui ont 
mêmes extrémités n'est pas la première propriété qui soit 
logiquement comprise dans la notion de la ligne droite. 
On peut d'ailleurs la déduire de la définition donnée par 
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Euclide, et ce géomètre lui-même montre que dans un 
triangle un côté est plus petit que la somme des deux 
autres, c'est-à-dire qu'une ligne brisée est plus longue 
que la droite qui joint ses extrémités, d'où, par extension, 
l'on peut conclure que la droite est la plus courte de 
toutes les lignes qui ont mêmes extrémités. 

D'ailleurs cette proposition, considérée comme défi- 
nition, ne nous permettrait ni de reconnaître la droite 
parmi les lignes qui passent par deux points, ni même de 
savoir si nous l'avons menée, car tous les moyens de 
comparaison nous feraient seulement connaître s'il y a 
une ligne plus courte parmi les lignes considérées, et non 
pas si cette ligne plus courte que toutes les autres est la 
plus courte possible entre les deux points extrêmes. 

M. "Liard, à la suite de M. Renouvier, trouve dans 
cette proposition lin axiome qui unit en synthèse la quan- 
tité et la position (i). Déjà, au xvm e siècle, Kant y avait 
vu un jugement synthétique. « C'est, dit-il, une propo- 
sition synthétique que celle-ci : entre deux points la ligne 
droite est la plus courte. En effet, mon concept de droite 
ne contient rien qui se rapporte à la quantité ; il n'ex- 
prime qu'une qualité. Le concept du plus court est donc 
une véritable addition, et il n'y a pas d'analyse qui puisse 
le faire sortir du concept de la ligne droite. Il faut donc 
ici encore recourir à l'intuition ; elle seule rend possible 
la synthèse (2). » Ce n'est point, comme le prétend le 
philosophe de Kônigsberg, le concept de droit que l'on 



(1) Liard. La Science positive et la Métaphysique, p. 2^2 et suîy. 

(2) Kant. Critique de la Raison pure. Traduction Borni, t. I, p. 60. 
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compare au concept du plus court, mais bien le concept 
de ligne droite. Or, ce dernier est formé de celui de ligne 
comme genre prochain et d'une différence spécifique 
exprimée par le mot droite. La ligne droite est donc bien 
une quantité comparable avec le prédicat le plus court, la 
comparaison portant sur « ligne droite » et « le plus court», 
quantité et quantité ; — et non sur « ligne » et « droite», 
c'est-à-dire quantité et qualité; et il n'est pas nécessaire 
de recourir à l'intuition pour établir cette proposition qui 
découle directement de la comparaison de la ligne droite 
avec des lignes non droites ayant mêmes extrémités. 

M. ïaine construit la ligne droite « en considérant 
deux points donnés et en remarquant la ligné que trace le 
premier point lorsqu'il se meut vers le second et vers le 
second seulement, par opposition à la ligne qu'il trace 
lorsque, avant de se mouvoir vers le second, il se meut 
soit vers un autre ou plusieurs autres points, ce qui 
donne la ligne brisée, soit vers une série infinie d'autres 
points, ce qui donne la ligne courbe. On voit ainsi que, 
dans la ligne droite tracée à partir d'un point, le tracé 
entier, c'est-à-dire la ligne droite elle-même, étant déter- 
minée uniquement et complètement par son rapport avec 
un seul second point, tous ses caractères, quels qu'ils 
soient, connus ou inconnus, dérivent uniquement et com- 
plètement durapport qu'il a avec ce seul second point (i)». 
De là on peut tirer que la droite est unique entre ces deux: 
points et qu'elle est homogène. « Si, à partir du premier 



(i) Taise. De l'Intelligence, 3* édition, 1. IV, c. n, t. II, p. 348-349- 
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point, on trace une autre ligne qui se meut aussi vers le 
même second point et vers celui-là seulement, ce second 
tracé ne fait que répéter exactement le premier, car tous 
ses caractères, comme tous ceux du premier, dérivent 
complètement et uniquement du rapport qu'il a, comme 
le premier, avec ce seul second point ; d'où Ton voit que 
les caractères des deux lignes, connus ou inconnus, sont 
tous absolument les mêmes ; en d'autres termes, que ces 
deux lignes se confondent et n'en font qu'une. » Consi- 
dérons-nous les diverses parties de la droite, « puisque le 
tracé entier est complètement et uniquement déterminé 
par son rapport avec le second point et dérive de là tous 
ses caractères, chacune de ses portions constituantes est 
uniquement et complètement déterminée par le même 
rapport et dérive aussi de là tous ses caractères, sauf un, 
qui est la propriété d'être telle portion, non telle autre, 
située à tel ou tel endroit de la ligne, au commencement, 
à la fin ou au milieu. Par conséquent, si nous faisons 
abstraction de cette particularité, toutes les portions de 
la ligne ont exactement les mêmes caractères ; en d'autres 
termes, elles sont les mêmes. Effectuons cette abstraction 
et t pour cela, supprimons l'emplacement particulier d'un 
fragment de la ligne, en le retirant de l'endroit où il est, 
de la fin par exemple, pour le transporter ailleurs, par 
exemple au commencement, et pour le superposer en ce 
point à la ligne totale. Il se confondra avec la portion sur 
laquelle il sera appliqué, et deux fragments n'en feront 
qu'un. D'où il suit qu'une portion quelconque de la ligne 
droite, retirée de sa place et superposée en un autre 
point quelconque à la ligne totale, coïncidera rigou- 
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reusement avec la portion sur laquelle on l'aura appli- 
quée (i).» 

La définition donnée par Taine serait bonne, si elle 
n'impliquaif pas la notion de direction ; on ne saurait, en 
effet, constater si le premier point se dirige vers le second 
et vers le second seulement, si ce n'est en comparant la 
ligne qu'il décrit avec une direction fixe, c'est-à-dire avec 
une ligne droite. Peut-être cependant pourrait-on arriver 
dans cet ordre d'idées à une définition à peu près suffi- 
sante ; M. l'abbé de Broglie en semblait persuadé et 
invitait les Euclidiens à creuser la notion de la droite au 
point de vue de la marche uniforme dans un même sens. 

Les définitions que nous venons de considérer sont 
les meilleures que les géomètres euclidiens aient données 
de la ligne droite. Elles sont déterminées soit par l'un soit 
par l'autre des deux grands courants géométriques : celui 
qui s'attache plutôt aux propriétés descriptives des figures, 
ou celui qui se' porte de préférence vers les propriétés 
métriques. Qu'aucune d'elles ne satisfasse complètement 
l'esprit et qu'il soit nécessaire de les compléter par des 
postulats, il n'y a là rien qui puisse nous étonner, puisque 
la droite est l'une des données de la science géométrique. 

III. — Définitions non-euclidiennes de la. ligne droite 

Les géomètres nbn-euclidiens se flattent d'avoir 
supprimé les postulats, à tout le moins celui des parallèles 
et celui des deux droites, et d'être arrivés à la définition 



(j) Tàine. Ibid.,p. 349-35o. 
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d'une ligne droite plus générale dont la droite euclidienne 
serait une espèce particulière. Les travaux des premiers 
géomètres non-euclidiens ayant conduit à des systèmes 
logiquement coordonnés, on a cru pouvoir en tirer la 
conclusion que la notion de ligne droite ne renferme pas 
nécessairement les propriétés incluses dans ces deux pos- 
tulats. Nous ne nous arrêterons point à la définition 
donnée par Lôbatschewskij : « Une ligne droite se superpose 
à elle-même dans toutes ses positions . J'entends par là que, 
si l'on fait tourner autour de deux points de la ligne droite 
la surface qui la contient, cette ligne ne change pas de 
place. » (Recherch. géom., n° i). En détruisant la 
démonstration tentée par Borelli, Saccheri avait par 
avance combattu cette définition, et c'est avec raison qu'il 
dit : « Linea recta dicitur absolute adseipsam, sive in se 
ipsa, nimirum ita ex aequo jacens inter sua puncta ac 
prœsertim extrema, ut manentibus istis immotis nequeat 
ipsa revolvi ad occupandum novum locum. » (Euclid. , ab. 
omn. nœvo..., p. 37). 

Selon M. Mansion, dans les Éléments d'Euclide, « la 
définition 5 et les postulats I, II, IV caractérisent le genre 

DROITE. 

« Si Ton y ajoute le postulat V seul, on obtient la défi- 
nition de la droite riemannienne ; le postulat VI seul, celle 
delà droite lobatschewskienne ; les postulats V et VI, celle 
de la droite euclidienne. 

«Les propriétés du plan ou, plus généralement, celles 
de l'espace dépendant essentiellement de celles de la droite, 
on doit distinguer de même les plans et les espaces rie- 
manniens, lobotschewskiens et euclidiens. 

Delaporte. 6 
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« Les propriétés communes aux trois géométries sont 
des propriétés des genres droite, plan, espace... 

a Les postulats V et VI... sont simplement des défi- 
nitions méconnues, comme Ta très bien dit M. Léchalas. 
Les postulats V et VI sont indispensables pour distinguer 
les espèces du genre droite, rien de plus. Ils ne sont ni 
contenus dans la définition de la droite générale, ni en 
contradiction avec cette définition ; ils en sont indépen- 
dants (i). » 

Si nous cherchons comment il se fait que la définition 
d'Euclide unie aux postulats I, II et IV puisse être appli- 
quée, non pas à une seule ligne, mais à plusieurs, nous 
en trouvons la raison dans les développements mêmes de 
la géométrie euclidienne. La ligne droite y est considérée 
comme une ligne telle que dans le plan, par deux points, 
on n'en peut faire passer qu'une seule, et le plan est la 
surface telle que par deux quelconques de ses points on 
peut toujours faire passer une droite qui soit entièrement 
comprise dans la surface. Or, ces propriétés ne sont pas 



(i) M^nsion. Premiers principes de la métagéométrie. Revue néo-scà- 
iastitffif\ août 1896, p. 243-244. 

La définition 5 est la définition de la ligne droite donnée par Euclide. 

Postulat I. — Qu'il soit demandé de mener de tout point à tout point 
une ligne droite. 

Postulat II. — Et de prolonger, en ligne droite et en continuité, une 
droite Limitée. 

Postulat IV. — Et que tous les angles droits soient égaux entre eux. 

Postulat V. — Et que si une droite, rencontrant deux droites situées 
dans un même plan, fait d'un même côté des angles intérieurs dont la somme 
soit inférieure à deux droits, les deux droites prolongées indéfiniment se ren- 
contrent dti côté où la somme est inférieure à deux droits. 

Pustulat VI. — Et que deux droites n'enceignent pas un espace. 
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spéciales à la droite sur le plan ; elles conviennent à 
d'autres lignes, sur d'autres surfaces, par exemple, au 
grand cercle sur la sphère. Euclide, qui connaissait la 
géométrie de la sphère, a dû se rendre compte que les 
théorèmes de la géométrie plane qui ne s'appuient pas sur 
le postulat VI peuvent se démontrer du grand cercle suj: 
la sphère ; aussi a-t-il pris soin de donner des définitions 
dont il ne déduit pas directement les propriétés des figures, 
il est vrai, mais qui déterminent suffisamment les objets 
auxquels ils s'appliquent pour qu'il soit impossible de les 
confondre avec d'autres objets. Cette détermination, nous 
la trouvons dans la qualité de droite qu'il donne à la 
ligne qu'il veut définir et dans le mot « semblablement » 
des définitions de la droite et du plan ; par là le géomètre 
grec fait appel à une intuition commune à tous les 
hommes. Qu'ensuite il ne s'appuie pas sur cette défini- 
tion, mais seulement sur une propriété commune à la 
droite et à d'autres lignes, c'est absolument son droit, et 4 

nous ne pouvons nous prévaloir de ce fait pour prétendre 
que sa définition s'étend à toutes les figures que peut 
embrasser la déduction ; nous ne pouvons écarter l'intui- 
tion qui est à la base de la définition. 

Nous devons concéder à M. Mansion que les propriétés 
appartenant à la fois aux droites euclidienne, lobatschews- 
kienne et riemannienne ne supposent ni le postulat V ni 
le postulat VI et qu'elles s'appuient sur les postulats I, II 
et IV ; mais nous ne pouvons admettre avec lui que ces 
propriétés, parce qu'elles sont compatibles avec la défi- 
nition de la droite, prouve que cette définition s'applique 
à trois espèces de lignes. 
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Danssa « Philosophie de la Règle et du Compas »(i), 
M. Renouvier met admirablement en vue le vice de la 
définition de la ligne droite chez les géomètres non-eucli- 
diens contemporains. Nous ne pouvons mieux faire que 
de reproduire cette page magistrale du chef de l'Ecole 
criticiste française. M. Calinon, dit-il, « commence par 
donner de la définition euclidienne une idée erronée en 
prenant pour celle-ci qu'il ne cite point une définition qu'il 
compose lui-même d'après les postulats d'Euclide relatifs 
à cette ligne, et puis mêlant ces derniers avec celui des 
parallèles, de façon à aboutir à cette bizarre formule : que 
la définition de la droite et le postulat des parallèles sont 
deux propositions qui, réunies, forment la définition de 
la ligne droite dans la géométrie euclidienne » ! Une 
ligne, dit-il, peut ainsi « se définir en deux fois, comme 
la ligne droite » : exemple, la parabole qui a d'abord la 
propriété générale des coniques et qui remplit ensuite 
une condition particulière. En d'autres termes et en 
toute matière, il est vrai qu'on définit en nommant un 
genre et une différence ; mais encore faut-il ne pas laisser 
de côté le caractère le plus important de la chose à définir, 
surtout quand ce caractère est absolument individuel et 
ne peut se ranger sous aucun genre. Or, c'est le cas delà 
ligne droite. Après qu'il Ta définie « une ligne telle que 
par deux points il n'en passe qu'une » — ainsi que selon 
lui Euclide paraît la définir en la complétant par la pro- 
priété du parallélisme — « il est démontré aujourd'hui, 



(i) P. 57-58. Il y fait allusion à l'article de M. Calinon. Les Espaces 
géométriques. Bévue philosophique, juin 1889. 
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poursuit M. Calinon, qu'il existe une ligne plus générale 
que la droite euclidienne et définie par la seule propriété 
que par deux points il n'en peut passer qu'une. Nous 
voulons dire par là que la droite jouissant de cette pro- 
priété peut servir de base à une géométrie générale où la 
déduction se poursuit indéfiniment sans donner lieu à 
aucune contradiction. » M. Calinon ne fait pas attention 
qu'il manque à la ligne plus générale, définie par la seule 
propriété dont il parle, deux propriétés entièrement carac- 
téristiques et irréductibles, telles qu'il n'est pas possible 
de regarder la « droite euclidienne comme un cas particulier 
de la droite générale. Ces deux caractères sont: i° la 
qualité de droit, la direction, véritable définition d'Euclide; 
2° la mesure de la distance, attendu que l'idée de la 
longueur curviligne , en général , suppose un terme commun 
de comparaison qui ne peut être pris que dans celle de la 
longueur rectiligne. 

« L'erreur logique de M. Calinon se montre bien à 
découvert dans cette singularité que sa droite générale est 
en général située sur une surface courbe et par conséquent 
une droite généralement courbe ! » 

Ainsi, certains géomètres non-euclidiens substituent 
implicitement à la définition d'Euclide un des postulats 
qui la complètent et, sans tenir compte de l'intuition qui 
est à la base de cette définition, construisent leur système 
de déductions ; d'autres, se basant explicitement sur ce 
postulat, prétendent prouver que la définition donnée par 
le géomètre gVec s'étend à certaines lignes de certaines 
surfaces. Nous savons pourquoi cette extension peut avoir 
lieu. 



H 
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Une question reste alors à résoudre : quelle est la 
valeur intrinsèque des définitions sur lesquelles s'appuient 
les nouvelles théories ? Car si ces définitions sont plus 
parfaites que celles de la droite et du plan que donne la 
géométrie euclidienne, il n'y aura aucune raison de s'en 
tenir à ce' dernier système en ce qui concerne la géométrie 
des surfaces. 

Examinons donc la définition que MM. Calinon et 
Léchalas posent au début de leurs systèmes (i), aux lieu 
et place de celle de la ligne droite : la définition de la 
géodésique d'une surface identique à elle-même, c'est-à- 
dire d'une surface telle qu'une figure qui y est tracée peut 
s'y [déplacer sans déformation. Cette ligne est, nous 
dit-on, une ligne située sur la surface, et telle que par 
deux points de celle-ci il en passe toujours une et généra- 
lement une seule. 

Supposons donc que nous connaissons les surfaces 
identiques, ou tout au moins les plus simples, le plan, la 
sphère, le cylindre... le cône... euclidiens. Comme nous 
ne pouvons nous représenter la surface identique en gé- 
néral, on nous permettra, je pense, pour nous rendre 
compte de la valeur de la définition, d'en faire l'application 
à quelques cas particuliers. 

Soit donc, par exemple, celui du plan euclidien. Sa 
géodésique, la droite euclidienne, est : une ligne telle que, 
par deux points du plan, il en passe toujours une et géné- 
ralement une seule. 



(i) Gamnoh. Étude sur la sphère, la ligne droite et le plan. Nancy, 1881. 
— Li'criALAS. Quelques théorèmes de géométrie élémentaire. Nouvelles 
Annale* de math., décembre 1891. 
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Une première difficulté vient du mot généralement, 
absolument proscrit par l'ancienne géométrie, et qui ne 
s'explique qu'au moment où, dans la suite de la déduc- 
tion, on fait l'hypothèse que deux géodésiques puissent 
avoir deux points communs sans coïncider dans toute leur 
étendue. Puisque cette hypothèse ne convient pas au plan 
— nous le savons par l'intuition — nous pouvons l'écar- 
ter. Il nous reste donc à nous convaincre qu'il peut y 
avoir une ligne unique de son espèce entre deux points 
quelconques du plan, et, si nous pouvons arriver à cette 
conviction, à tracer cette ligne. 

Si la définition d'Euclide est obscure, elle donne 
cependant une idée de la figure ; la définition de M. Cali- 
non, au contraire, ne paraît pas apte à susciter une image 
quelconque, dès que l'on fait abstraction de ses connais- 
sances géométriques, et M. Delbœuf(i) l'a très justement 
comparée à cette énigme : Quel est le mot français de six 
lettres qui renferme les cinq voyelles ? Encore est-il plus 
facile de répondre à cette question et de trouver pour 
solution lé mot « oiseau » que de tracer une droite d'a- 
près la définition de M. Calinon. Toute la difficulté revient 
d'ailleurs, deux points du plan étant donnés, à trouver 
un troisième point qui fasse partie de la droite, ou à 
montrer si un troisième point donné est ou non situé sur 
la droite qui unit les deux premiers. Euclide détermine 
aussi la droite par deux points, mais il indique de plus 
comment doit être placé le troisième, et cela dans le mot 
« semblablement » . C'est ce que MM. Calinon et Léchalas 



(i) Delbœuf. Op. cit., p. i36, note. 
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n'ont pas vu dans la définition euclidienne, et pourtant 
c'est la loi de génération seule qui permet d'imaginer une 
figure quelconque et de la construire. Et c'est parce que 
la définition donnée par Euclide n'exprime pas cette loi 
dune manière suffisante que, dans l'étude de la ligne 
droite, il a dû recourir à des postulats. 

Demandez à un homme ignorant de la géométrie de 
tracer la courbe telle que, par trois points donnés, il en 
passe une seule, je ne crois pas qu'il arrive à découvrir 
quelle est cette courbe ; mais dites-lui que c'est une 
courbe dont tous les points sont équidistants d'un même 
point, aussitôt il évoquera l'image de quelque chose de 
rond, et la figure qu'il tracera, si imparfaite âoit-elle, 
aura les prétentions de ressembler à une circonférence. 

Toute figure géométrique pourrait se définir de la 
même façon par un certain nombre de points : l'ellipse est 
déterminée par cinq de ses points, la parabole par quatre, 
et tout polygone par ses sommets, une tangente ou une pa- 
rallèle par un seul point ; mais une telle définition ne serait 
suffisante que pour celui qui connaîtrait la loi de génération 
impliquée dans les termes ellipse, parabole, polygone, tan- 
gente ou parallèle ; mais alors elle lui devient inutile puis- 
qu'on partant de cette loi, comme définition, il peut 
établir le nombre de points qui détermine chaque figure. 

La définition de la géodésique, dans le cas du plan, 
est donc absolument insuffisante, et des considérations 
précédentes il ressort assez clairement qu'elle ne convient 
pas mieux dans le cas des autres surfaces identiques, car 
la difficulté est toujours de trouver un troisième point' de 
la ligue ou d'établir si un point donné se trouve ou non 



r 



-8 9 - 

situé sur cette figure. Et cette difficulté se complique dans 
un grand nombre de cas ; sur la sphère il y a une excep- 
tion prévue : quand les" deux points sont opposés l'un à 
l'autre ; sur le cylindre ou le cône, l'exception est plus 
générale que la règle: entre deux points non situés sur 
une même génératrice du cylindre, il y a deux géodési- 
ques, suivant qu'on se dirige d'un côté de la génératrice 
sur laquelle se trouve le premier point ou du côté opposé, 
et nous n'avons aucune raison de choisir l'un plutôt que 
l'autre. Sur la sphère, il y a deux arcs de grand cercle 
entre deux points donnés, mais on est convenu implicite- 
ment de choisir le plus petit ; pour les géodésiques du cy- 
lindre, on ne peut faire une telle convention, ces géodé- 
siques n'étant pas des arcs d'une même hélice, mais bien 
de deux hélices distinctes que nous sommes supposés ne 
pas savoir comparer. Sur un cône très effilé, une géodé- 
sique indéfinie peut faire plusieurs fois le tour de la surface, 
se coupant elle-même à plusieurs reprises. Quel chemin 
faudra t-il suivre entre deux des points de rencontre? 

Il semble évident que les néo-géomètres sont obligés 
de compléter leurs définitions par une série d'hypothèses 
correspondant aux différents cas qui se présentent dans 
la réalité ; bien plus, leurs définitions supposent déjà une 
certaine connaissance de la géométrie euclidienne, car il 
paraît à peu près impossible de concevoir et d'imaginer 
directement les surfaces telles qu'une figure qui y est 
située peut s'y déplacer sans déformation (1). 



(1) Ce chapitre a été publié dans la Revue de philosophie, octobre 1902. 
p. 768-786. 



CHAPITRE V 

LA QUATRIÈME DIMENSION 

Des objets matériels qui nous entourent, nous tirons 
— par abstraction — les notions d'espace géométrique à 
trois dimensions et de figures ou d'espaces à une, deux 
ou trois dimensions, qui sont les déterminations de cet 
espace. Là s'arrêtent les abstractions que nous suggèrent 
les données des sens, et nous ne parvenons pas à imaginer 
une figure qui aurait quatre dimensions ; mais l'impossi- 
bilité de nous représenter une telle figure ne nous empêche 
pas déraisonner comme si elle était un objet d'expérience, 
d'étendre à la quatrième dimension les analogies que nous 
trouvons entre les figures à une ou deux dimensions et 
les figures à trois dimensions : ces analogies sont de trois 
espèces différentes : les unes sont géométriques, d'autres 
analytiques, d'autres enfin projectives. 



I. — Analogies géométriques 

Les analogies géométriques peuvent se ramener à 
quatre, suivant que l'on considère dans les figures la posi- 
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tion d'un point, leur génération, leurs intersections ou 
les relations métriques. 

Sur une ligne droite, la position d'un point se déter- 
mine par sa distance à un point fixe de la ligne ; dans un 
plan, par sa distance à deux droites fixes ; dans l'espace , 
par sa distance à trois plans fixes. Par analogie on dira 
que dans l'hyperespace la position d'un point est déter- 
minée, par sa distance, à quatre espaces fixes. 

La manière la plus simple de considérer la génération 
des figures nous conduit à une seconde analogie., Un 
point mobile, par son mouvement, engendre une ligne ; 
le lieu d'une ligne qui se déplace est une surface, figure 
à deux dimensions : enfin, la surface, en sortant de son 
lieu, engendre un solide, figure a trois dimensions. Nous 
dirons donc que le mouvement d'un solide dans l'espace 
à quatre dimensions produit un hypersolide, figure à 
quatre dimensions. 

Sur une surface, l'intersection de deux lignes est un 
point ; dans l'espace deux surfaces se coupent suivant une 
ligne. Il nous est donc permis d'en inférer que dans Hiy- 
perespace, deux solides se coupent suivant un espace. 

Dans cette analogie, il se produit un fait très digne 
d'attirer .notre attention. Dans les cas précédents, nous con- 
sidérions dans Thyperespace des figures qu'il est impossi- 
ble d'imaginer; dans le cas présent, nous avons des figures 
de l'espace à trois dimensions.* C'est que chacune des 
figures étudiées comprend une dimension de moins que 
l'espace dans lequel elle se trouve située; et pourtant nous 
ne pouvons nous représenter l'intersection de deux solides 
dans l'hyperespace. Gela tient à ce que nous sommes obli- 
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gés d'en situer l'image dans notre espace et que toute in* 
terseclion a le même nombre de dimensions que les 
figures qui se coupent si l'espace dans lequel elle a lieu 
n'a pas lui-même plus de dimensions. Ainsi l'intersection 
de deux triangles dans leur plan est une surface, et celle 
de deux volumes dans l'espace, un volume. D'où nous 
devons admettre par analogie que l'intersection de deux 
hypersolides dans l'hyperespace est aussi un hypersolide. 
Certaines relations métriques permettent aussi de dé- 
terminer quelques propriétés de figures à quatre dimen- 
sions. En géométrie euclidienne la diagonale du carré est 
au côté comme y/ 2 à l'unité : celle du cube, comme y/3 
à l'unité ; par analogie, celle del'hypercube, figure àquatre 
dimensions, dont les côtés sont égaux et les angles droits, 
sera comme y/5 à l'unité. Il nous est d'ailleurs impossible 
de nous représenter l'hypercube. 

Pour nous rendre compte de la valeur des théories 
sur Thyperespace basées sur les considérations précédentes, 
il est nécessaire de comparer la genèse des notions de 
volume, surface, ligne et hypersolide. 

La notion de volume est tirée directement — par abs- 
traction — des objets matériels qui nous entourent : 
entre autres propriétés, ils ont tous celle d'occuper une 
certaine étendue, et c'est cette étendue qui détermine le 
volume du corps. Les notions de surface et de ligne viennent 
également des objets matériels ; c'est ainsi que l'on consi- 
dère seulement la superficie d'un champ ou la longueur d'un 
fil, bien que la superficie du champ ne puisse exister indé- 
pendamment du globe terrestre qui le supporte, et que le 
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fil possède une certaine épaisseur; de même en géomé- 
trie, les surfaces peuvent être étudiées indépendamment 
des volumes, et les lignes indépendamment des volumes 
et des surfaces. 

Un volume quelconque est déterminé dès que l'on 
connaît la position de chacun de ses éléments par rapport 
à trois plans qui se coupent orthogonalement ou, ce qui 
revient au même, par rapport aux trois droites intersec- 
tions de ces plans. C'est pourquoi Ton dit que cette figure 
est étendue en trois dimensions. De même on détermine 
la position d'une figure tracée sur une surface en établis- 
sant la position de chacun de ses éléments par rapport à 
deux lignes, convenablement choisies sur la surface, et 
Ton peut dire que cette figure, comme la surface elle- 
même, n'est étendue qu'en deux dimensions. A propre- 
ment parler, le plan est la seule surface à deux dimensions, 
puisque c'est la seule sur laquelle on puisse déplacer une 
droite parallèlement à elle-même de façon que chacun de 
ses points décrive une droite, et qu'en dernière analyse, 
toute mesure se ramène à des considérations de lignes 
droites ; mais, comme sur une surface quelconque il ne 
peut y avoir en un point donné qu'une courbe orthogo- 
nale à une courbe donnée, on est convenu d'étendre le 
sens du mot dimensions à ces courbes et c'est pourquoi 
l'on peut dire, bien qu'à strictement parler l'expression 
soit impropre, qu'une surface n'est étendue qu'en deux 
dimensions. 

L'hyperespace ne correspond à aucune abstraction; 
nous ne pouvons imaginer de corps à quatre dimensions, 
ou si l'on préfère, il nous est impossible de concevoir que 
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par un point quelconque on puisse faire passer quatre 
droites différentes se coupant orthogonalement. Dans le 
cas des espaces à une ou deux dimensions, nous retran- 
chions quelque chose à l'espace géométrique ; dans celui 
de l'hyperespace nous lui ajoutons au contraire quelque 
chose qu'il ne peut recevoir, étant déjà déterminé com- 
plètement par trois dimensions. Que Dieu puisse créer un 
monde où les relations spatiales seraient tout autres que 
dans notre monde actuel, certains philosophes l'admet- 
tent; quoi qu'il en soit, dans les conditions d'exercice de 
l'intelligence humaine, nous ne pouvons nous figurer 
Thyperespace que sous la forme d'un ensemble de sym- 
boles où figurent quatre variables indépendantes. 



IL — Analogies analytiques 

C'est à un résultat semblable que conduisent les ana- 
logies analytiques. La géométrie analytique considère la 
position des éléments ou mieux les lois de construction 
des figures et elle a pour but d'exprimer ces lois par des 
relations algébriques qui deviennent alors des symboles 
abstraits des figures. 

Plusieurs systèmes ont été inventés pour déterminer 
la position d'un point P. Dans le plan, par exemple, l'on 
considère tantôt les segments déterminés sur des axes fixes 
par des droites parallèles à ces axes menées parle point P ; 
tantôt la distance du point P à un point fixe O et l'angle 
de la droite OP avec une direction fixe ; tantôt les angles 
que font avec la droite qui joint deux points fixes O etO ; 



les droites qui unissent le point P aux deux points 

et En dernière analyse tant dans l'espace que 

dans le plan, ces systèmes se ramènent tous à considérer 
certaines lignes ou certains angles qui déterminent la 
position du point et que Ton appelle coordonnées de ce 
point. Ces lignes et ces angles étant mesurables, on subs- 
titue à leur considération celle de leur mesure, ce qui per- 
met d'exprimer algébriquement les coordon ées du point. 
Considérons, par exemple, le cas des coordonnées rec- 
tilignes rectangulaires en géométrie plane. Sur une droite 
indéfinie OX, un point A est déterminé par sa distance à 
un point fixe O de la droite et tous les points de la per- 
pendiculaire élevée en A sur OX ont pour projection sur 
cette droite le point A lui-même. Menons donc par le 
point O la droite OY perpendiculaire à OX ; nous appel- 
lerons abscisse et ordonnée d'un point P du plan les pro- 
jections OA et OB de la droite OP qui joint le point P 
au point O, respectivement sur les droites OX et OY. Ces 
deux droites forment au point O quatre angles dans 
chacun. desquels il y a un point distant du point O d'une 
longueur égale à OP, et dont les projections sont égales 
respectivement à OA et OB ; nous distinguerons ces qua- 
tre points en convenant de considérer les coordonnées à 
partir du point O comme positives dans un sens et néga- 
tives dans le sens opposé. 

La géométrie analytique comprend deux sortes de 
problèmes : i° représenter par des formules algébriques 
une figure donnée ; 2° réciproquement, déterminer la 
figure représentée par des formules algébriques données. 
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Pour résoudre un problème de la première espèce, on 
considère un point qui se déplace en décrivant la figure ; 
ses coordonnées passent par différentes valeurs et c'est la 
formule qui exprime leurs variations qu'il s'agit d'établir. 
Soit, par exemple, à trouver l'équation d'une droite AB, 
située dans un plan, et telle qu'elle rencontre les deux 
axes de coordonnées, celui des abcisses à une distance 
OAa de l'origine, celui des coordonnées à une distance 
OB = 6. Soit P un point quelconque de la droite AB, dont 
je représente les coordonnées inconnues- par x et y. Soit 
PM = y la perpendiculaire abaissée du point P sur l'axe 
OX. La considération des triangles semblables BOA et 
PMA permet d'établir le rapport. 

AMAO 
MP — OB' 
ou 

a — x a 

y ~~ b ' 

formule qui peut aussi s'écrire 

x . y 

a b 
telle est l'équation qui représente la droite AB. 

Toute ligne plane peut être ainsi représentée par une 
équation algébrique ou transecndantale portant sur deux 
variables indépendantes. Les cas les plus simples sont 
celui de la ligne droite, dont le symbole en coordonnnées 
rectilignes rectangulaires est une équation algébrique 
entière du premier degré et celui des sections coniques 
auxquelles correspondent dans le même système de coor- 
données les équations algébriques entières du second degré. 
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Considère-t-on les figures comme situées dans l'espace, 
on peut de même les représenter par une ou plusieurs 
équations portant sur trois variables indépendantes, qui 
sont par exemple les mesures des projections sur trois 
axes fixes se coupant orthogonalement en un seul point 
de la droite qui joint ce point à un point quelconque de la 
figure. Dans ce système de coordonnées, les surfaces sont 
représentées par une seule équation ; les courbes par deux 
équations et les points par trois. Les cas les plus simples 
sont celui du plan dont le symbole est une équation algé- 
brique entière du premier degré ; celui de la droite qui 
peut être considérée comme l'intersection de deux plans 
et est représentée par leurs équations simultanées ; 
celui des quadriques auxquelles correspondent des équa- 
tions algébriques entières du second degré. 

Le géomètre applique ainsi l'algèbre à l'étude des 
figures ; et comme cette science considère les relations 
que l'on peut établir entre les quantités variables, de quel- 
que nature que soient les objets auxquels ces quantités se 
rapportent, les transformations des équations qui symbo- 
lisent une figure pourront recevoir une interprétation sur 
cette figure. 

Le plan étant représenté en coordonnées recti lignes 
par une équation du premier degré à trois inconnues 
x, y, r, si je détermine deux de ces inconnues x et y en 
leur attribuant des valeurs constantes, il restera une équa- 
tion donnant pour la troisième inconnues une valeur éga- 
lement constante K. L'équation z = K représente le Heu 
des points du plan situés à une distance K du plan formé 
par les axes auxquels se rapportent les variables x et y, 
Delaporte. 7 
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c'est donc la droite parallèle à ce plan située à une dis- 
tance K. 

Toutes les transformations des équations ne peuvent 
s'interpréter aussi simplement. L'algèbre ne considère pas 
seulement des quantités réelles ; certaines transforma- 
tions aboutissent à des quantités imaginaires, c'est-à-dire 
à des expressions dans lesquelles entre en facteur le signe 
y/ — 1 qui n'a pas de sens par lui-même, mais qu'on est 
convenu de traiter suivant certaines règles n'impliquant 
pas contradiction, afin de faciliter les transformations des 
quantités algébriques. Quand la recherche par l'ana- 
lyse des propriétés d'une figure conduit à un résultat 
imaginaire, nous devons en conclure que l'hypo- 
thèse a été faite à tort, qu'il n'y a pas de solution géomé- 
trique. 

Deux ellipses, par exemple, peuvent se rencontrer en 
quatre points au maximum. L'analyse donne toujours 
quatre solutions communes aux équations qui les représen- 
tent. Si ces solutions sont réelles et différentes, les deux 
ellipses se coupent en quatre points dont les coordonnées 
sont déterminées parles solutions, si deux solutions réelles 
sont égales, c'est qu'au point correspondant, les ellipses 
sont tangentes l'une à l'autre ; si deux solutions sont ima- 
ginaires, les ellipses ne se coupent qu'en deux points : et 
si les quatre solutions sont imaginaires, les ellipses ne se 
rencontrent pas. ' 

On s'aperçoit bientôt que si l'algèbre facilite l'étude 
de la géométrie en substituant à la considération de figu- 
res celles des relations de quantités, réciproquement la 
géométrie facilite l'étude de l'algèbre, en remplaçant les 



*- 99 — 
quantités abstraites par des figures qui se prêtent davan- 
tage à l'intuition. 

En algèbre, par exemple, un système de deux équa- 
tions du premier degré à deux inconnues admet en gêné- 
rai une solution réelle. D'après les conventions précé- 
dentes, au lieu d'énoncer cette proposition abstraite, je 
pourrais dire, d'une façon en même temps plus courte et 
plus intuitive, que deux droites situées dans un même 
plan se coupent généralement en un point. La relation 
entre les deux propositions n'ayant plus lieu quand le 
système algébrique admet une solution imaginaire, on 
complète la convention en disant que dans ce cas les deux 
droites se coupent en un point imaginaire, ce qui permet 
d'établir dans tous les cas une relation entre la formule 
algébrique et la terminologie géométrique. On dira donc 
dans le cas précédent que deux ellipses se coupent tou- 
jours en quatre points réels ou imaginaires. 

Un exemple montrera de quelle utilité est cette con- 
vention. Comme facilité de langage, on dit donc que 
deux cercles situés dans un même plan se coupent tou- 
jours en deux points réels ou imaginaires. Quand ces 
deux points sont réels, la droite qui les joint a cette re- 
marquable propriété qu'elle est le lieu des points doù 
Ton peut mener aux deux cercles des tangentes égales ; 
quand les deux points d'intersection se confondent, c'est- 
à-dire quand les deux cercles sont tangents, cette droite 
devient la tangente commune et jouit de la même pro- 
priété ; quand enfin les cercles ne se rencontrent pas, la 
géométrie analytique établit que le lieu des points où Ton 
peut mener aux deux cercles des tangentes égales est la 
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droite qui joint les deux points imaginaires d'intersec- 
tion. Nous pouvons donc dire que dans tous les cas, la 
droite réelle qui joint les deux points d'intersection de 
deux cercles jouit de la propriété énoncée. 

En résumé, de même qu'en algèbre on introduit les 
quantités imaginaires pour permettre le développement 
complet des calculs sur les quantités réelles, de même 
l'introduction en géométrie de grandeurs imaginaires 
n'est qu'un procédé artificiel de calcul pour faciliter l'étude 
des figures réelles. 

L'on peut ainsi donner une traduction en langage 
géométrique de toutes les transformations que Ton fait 
subir aux équations qui représentent une figure donnée. 
Le problème inverse de déterminer la figure représentée 
par des formules algébriques données ne saurait être ré- 
solu en général et c'est la même raison qui nous a permis 
de substituer des considérations algébriques aux considé- 
rations géométriques qui nous interdit de faire sans con- 
ditions lu substitution inverse : l'objet de l'algèbre étant 
la quantité abstraite en général, la même formule pourra 
s'appliquer à diverses figures, suivant les conventions 
adoptées pour l'interprétation des variables. L'équation 
y = #* représente tout aussi bien la surface d'un carré de 
côté œ, tju'une parabole en coordonnées planes rectilignes 
rectangulaires dont la directrice est Taxe des ordonnées, 
ou même le cylindre parabolique engendré par une droite 
mobile dont un point décrit la parabole et qui se déplace 
en restant perpendiculaire au plan. L'une des interpréta- 
tions géométriques est une aire, l'autre une courbe, la 
troisième une surface. 
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Nous touchons là à « la grande absurdité fondamen- 
tale de l'effort fait par Riemann pour tirer des inférences 
sur la nature de l'espace et de rétendue en partant des 
représentations algébriques des « multiplicités (i) ». 
Toute interprétation géométrique d'une formule algébri- 
que repose implicitement sur une convention qui déter- 
mine à quelles grandeurs on fait correspondre les variables 
qui entrent dans la formule. Jusqu'à trois variables cette 
correspondance permet de donner aux énoncés plus de 
brièveté et de simplicité, aux démonstrations un guide 
intuitif, aux relations et transformations algébriques un 
ordre qui permet de les grouper d'une façon ingénieuse. 
Mais au-dessus de trois variables la correspondance ces- 
sant, on se trouverait dans la nécessité d'abandonner une' 
méthode qui procure de si grands avantages, si on n'avait 
inventé une apparencç de langage géométrique, pour sym- 
boliser les systèmes d'équations à 4, 5... ou n variables. 
En géométrie analytique, on peut faire correspondre tout 
système d'équation à deux ou trois variables comprenant 
autant d'équations que de variables à un point situé sur 
une surface, s'il y a deux variables ; dans l'espace, s'il y 
en a trois. Tout système renfermant une équation de 
moins représentera alors une ligne située sur la surface 
ou dans l'espace ; enfin, toute équation unique à trois va- 
riables représentera une surface. On convient d'étendre 
ces analogies aux équations à n variables, mais alors il y 
a identité entre l'expression analytique et l'expression géo- 
métrique : « les figures à plus de trois dimensions ne sont 



(i) Stallo. La matière et la physique moderne,, p. an. 
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donc que des noms nouveaux donnés aux équations sans 
aucune addition nouvelle (i) ». Tout système d'équation 
portant sur n variables est une figure de l'espace à n di- 
mensions ; tout système de n équation est un point de 
cet espace ; tout système de n — i équations, une ligne ; 
tout système de n — 2 équations, une surface..., et enfin, 
une seule équation à n variables, une figure étendue sui- 
vant les n dimensions de l'espace considéré. 



III. — Analogies projectives 



La géométrie à quatre dimensions s'appuie encore sur 
des analogies tirées de la géométrie projective. Cette 
science qui est à la géométrie ordinaire ce qu'en algèbre 
la théorie des fonctions de variables est à celle des rela- 
tions entre quantités fixes, a pour but l'étude des figures 
par la considération des figures plus simples obtenues en 
les projetant suivant certaines règles. Elle se base sur le 
fait que telles ou telles propriétés d'une figure se mani- 
festent dans les projections de cette figure, et que d'une 
projection donnée on peut conclure à certaines propriétés 
de la figure projetée. On prévoit dès maintenant les avan- 
tages de cette méthode : « Par la projection des figures 
planes sur des droites, on réduit l'examen des relations 
de ces figures à celui des relations beaucoup plus simples 
entre les distances comprises sur les axes de projection; 
au lieu de deux dimensions, on n'en a souvent plus qu'une 



(1) Galinon. Revue philosophique, t. XXXII, p. 374. 
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à considérer, ou, si l'on en a deux, elles sont toujours 
mesurées dans les directions parallèles ou sur les mêmes 
droites ; des réflexions analogues sont applicables aux 
coordonnées dans l'espace (i). » 

La géométrie descriptive, par exemple, est une sorte 
de géométrie projective qui considère simultanément les 
projections des figures de l'espace sur deux plans coor- 
données orthogonaux, et de l'étude de ces projections 
conclut à des relations qui se vérifient sur la figure de 
l'espace. 

Les cartes géographiques sont une des applications 
les plus connues des théories projectives. On les obtient 
en projetant au moyen de droites concourantes sur une 
surface développable convenablement choisie les divers 
éléments de la surface de la terre. Veut-on une carte 
exacte des régions équatoriales, on peut imaginer un 
faisceau de rayons émanant du centre de la terre et pro- 
longés au delà de la périphérie jusqu'au cylindre droit 
ayant pour base l'équateur. C'est le système de Mercator, 
système dans lequel les méridiens correspondent aux 
génératrices du cylindre ; les parallèles, aux sections nor- 
males perpendiculaires à ces génératrices. Ce système a 
l'inconvénient de déformer les figures d'autant plus sen- 
siblement qu'elles sont plus éloignées de l'équateur. Se 
proposc-t-on la représentation exacte d'une région voisine 
d'un des pôles, on devra recourir à une autre méthode, 
par exemple, celle des projections stéréographiques, qui 
consiste à projeter sur le plan de l'équateur, le point de 



(i) Poncelet. Traité des propriétés projectives. Introduction. 
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vue étant au pôle opposé à la demi-sphère qui comprend 
la région à projeter. 

Ces exemples donnent de la géométrie projective une 
idée suffisante pour permettre de comprendre l'application 
qui en a été faite à la quatrième dimension. Si des cer- 
taines propriétés des figures rectilinéaires on peut con- 
clure à des propriétés de figures planes dont elles sont les 
projections, et si les mêmes lois s'appliquent aux figures 
planes par rapport aux figures de l'espace à trois dimen- 
sions, pourquoi ne considérerait-on pas ces dernières 
comme les projections de figures étendues suivant quatre 
dimensions ? Et puisque nous n'avons aucune intuition de 
ces figures, cette méthode permet d'en étudier les pro- 
priétés, de contrôler les résultats fournis par la méthode 
analytique, et de dire : s'il y avait un espace à quatre di- 
mensions compatible avec les données de notre espace, les 
figurés de cet espace auraient telles ou telles propriétés. 

La géométrie projective donne aux géomètres non- 
euclidiens un moyen de représenter celles de leurs figures 
que nous ne pouvons imaginer dans notre espace, et 
même la pseudo-sphère, qui n'est pour nous qu'une rela- 
tion analytique. 

Soit une sphère et son plan tangent en un point que 
nous appellerons le pôle de la sphère. Supposons que 
nous projettions sur le plan tangent les points de l'hémi- 
sphère tangent par des droites passant par le centre de la 
sphère. A chaque point d'une des surfaces correspondra 
un point sur l'autre surface ; à chaque ligne, une ligne ; 
à chaque géodésique, une géodésique ; les éléments de 
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longueur et d'angle sur le plan seront reliés aux éléments 
de longueur et d'angle sur la sphère par des relations ana- 
lytiques qui permettront de faire la théorie de la sphère 
indirectement par la considération de ces relations et de 
la théorie du plan. Par des considérations analogues, Bel- 
trami a montré que Ton peut représenter idéalement la 
pseudo-sphère dans le plan à l'intérieur d'un cercle con- 
centrique au pôle, ce cercle correspondant aux points à 
l'infini de la surface pseudo-sphérique, et les points du 
plan extérieurs au cercle ne correspondant pas à cette 
surface. Deux droites parallèles de la surface sont repré- 
sentées par deux droites qui se coupent sur la circonfé- 
rence. Nous retrouvons dans cet exemple les conventions 
que nous avons déjà rencontrées dans les théories de la 
géométrie analytique, et nous devons distinguer les 
représentations de figures réelles qui sont de véritables 
projections et les représentations de figures imaginaires, 
qui sont pur symbolisme de relations analytiques. Les 
ingénieux systèmes de M. Klein pour projeter les figures 
de la géométrie non-euclidienne à l'intérieur de surfaces 
du second degré n'ont d'autre valeur au point de vue 
philosophique que d'être des symboles intuitifs des rela- 
tions analytiques spéciales à chacune de ces géomé tries. 

Pour que les analogies précédentes fussent admis- 
sibles, il faudrait prouver, ce nous semble, que l'exis- 
tence d'une quatrième dimension est compatible avec les 
notions d'espace à trois dimensions et de ligne droite telles 
que nous les concevons. Pour ceux qui, avec les géomè- 
tres non-euclidiens, n'admettent que la déduction comme 
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critérium du bien-fondé d'une théorie géométrique, et 
surtout pour ceux-ci, qui ont constitué leurs systèmes à 
deux ou trois dimensions indépendamment l'un de 
l'autre, l'hypothèse d'un espace à quatre dimensions est 
logiquement nécessaire. D'aucuns philosophes voient une 
véritable contradiction dans cette hypothèse ; d'autres, 
au contraire, la croient compatible avec la notion de ligne 
droite, et dans ce cas, Thyperespace serait possible, sinon 
réalisé. Les tenants de la quatrième dimension s'appuient 
sur certains phénomènes d'optique, de magnétisme, de 
spiritisme même, dont elle donne, disent-ils, la seule 
explication suffisante ; mais il ne semble pas qu'ils soient 
arrivés à des conclusions qui s'imposent. « Rien ne fait 
présumer, dit M. Schlegel... que notre univers se trouve 
dans un espace à quatre dimensions existant réellement 
comme un plan dans un espace à trois dimensions. Il est 
vrai que Bresch a formulé une hypothèse analogue pour 
expliquer certains faits chimiques. D'après Most, aucun 
fait physique ne nécessite une telle hypothèse. Simony y 
oppose des considérations sur la matière (i). » 

IV. — L'Argument de Helmholtz 
Reste un dernier argument, énoncé par Helmholtz et 



(i) V. Schlegel. La Géométrie à n dim. Enseignement math., 
II e année, 1900, p. 96. Les ouvrages auxquels il fait allusion sont : Bresch. 
Der Chemismus im Lichte mehr dimensionaler Raumanschanung. Leipzig, 
1882. — Most. Neue Darlegung der absolutc Géométrie und Mechanik, mit 
Berùcksichtigung der Frage nach den Grenzen der Weltraumer. Progr. 
Çoblenz, i883. — Simony. Eine Reine neuer matheraatischer Erfahrung- 
satze. Wien-Anzeig, 1882. 
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tendant à montrer que nous avons les mêmes raisons 
d'admettre l'existence de la quatrième dimension rju f un 
être vivant sûr une surface aurait de supposer l'existence 
de l'espace à trois dimensions. Voici l'argument. Suppo- 
sons que dans une surface quelconque, un plan par 
exemple, vivent des êtres doués de raison, et qtif; ces 
êtres intelligents soient arrivés à faire la géométrie de leur 
univers ; ils posséderont toute notre géométrie plane à 
l'exception des théorèmes qui supposent le retournement. 
Ils connaîtront la ligne droite, la circonférence, les paral- 
lèles, les triangles et la théorie de la similitude, mais 
n'auront aucune idée des volumes, puisque par hypo- 
thèse ils ne connaissent que leur monde plan. Or l'un 
de ces êtres, après avoir remarqué que les figures symé- 
triques rectilinéaires peuvent être amenées à coïncider 
par un retournement dans l'espace plan, tandis que les 
autres figqres symétriques ne peuvent jamais se recou- 
vrir par coïncidence des éléments égaux, se demande 
pourquoi il en est ainsi, et ne tarde pas à reconnaître que 
cette anomalie disparaîtrait s'il disposait d'un espace à 
trois dimensions dans lequel une figure courbe pourrait 
se retourner, comme la figure rectilinéaire dans l'univers 
plan. Le même raisonnement peut s'appliquer au cylin- 
dre, au cône et à toutes les surfaces développables sur le 
plan, et il est permis de supposer de même des êtres 
intelligents vivant sur des surfaces sphériques ou pseudo- 
sphériques, en faisant la géométrie et arrivant à faire 
l'hypothèse que leur univers fait partie d'un système à 
trois dimensions. 

Nous sommes dans l'espace comme ces êtres dans leur 
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surface, et nous avons logiquement les mêmes raisons 
d'admettre pour notre espace une dimension de plus que 
celles que nous connaissons. Pourquoi donc nous refu- 
serions-nous à admettre dans notre système, ce que nous 
reconnaissons comme parfaitement raisonnable dans celui 
des êtres à deux dimensions ! 

La réponse à cet argument repose sur la distinction 
entre Tordre logique et Tordre réel. Ceux qui le soutien- 
nent disent, avec Helmholtz, qu'il n'y a aucun empêche- 
ment logique, soit; mais il y a une impossibilité maté- 
rielle. Nous ne pouvons imaginer l'être à deux dimensions 
se déplaçant dans une surface que comme un être de rai- 
son, c'est-à-dire, une pure création de notre esprit, et 
non comme un être matériel, car alors il aurait trois 
dimensions et nous serions en dehors de Thypothèse. 
L'argument est donc un argument purement logique, et 
suivant Taxiomç philosophique, ses conclusions ne valent 
pas pour Tordre réel. 

Aucun argument n'a jamais été énoncé, qui nous force 
à admettre l'existence de Thyperespace ou même sa possi- 
bilité. La plupart de ceux qui parlent de la quatrième 
dimension n'ont certes pas d'autre prétention que celle 
d'employer une apparence de langage géométrique qui 
facilite l'étude de formules algébriques assez arides par 
elles-mêmes et ne croient pas plus à l'existence des 
figures de Thyperespace qu'à celle des figures imaginaires. 
D'aucuns prennent dans cette question une position dif- 
férente, et suivant l'exemple de Riemann et de Helmholtz, 
admettent la réalité de Thyperespace. C'est à ceux-là que 



^ 
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s'adresse l'argument ad hominem que nous empruntons à 
Taine et par lequel nous terminerons cet exposé. Il nous 
semble bien résumer la question et la placer sur son véri- 
table terrain : la science physique. 

(( Dans le réceptacle fictif, au delà de la troisième 
dimension, nous ne pouvons en imaginer une quatrième ; 
cela ne prouve pas que, dans le réceptacle réel, il n'y en 
ait pas une quatrième. Tout au rebours ; il y a même 
des indices en sens contraire ; car, si Ton ne peut ima- 
giner géométriquement une quatrième dimension, on 
peut l'exprimer algébriquement, grâce à l'analogie des 
dimensions et des puissances, et la vraie raison que nous 
avons pour refuser à l'espace réel la quatrième dimension 
est encore une analogie. Dans l'espace réel, chaque 
dimension est influente. Placez des corps pesants sur une 
ligne droite, c'est-à-dire selon la première dimension ; 
ils se meuvent d'une certaine manière. Placez un autre 
corps pesant hors de la ligne droite, dans le plan, c'est-à- 
dire selon la seconde dimension ; le mouvement des corps 
situés sur la ligne droite se modifie. Placez enfin un 
dernier corps hors du plan, c'est-à-dire selon la troisième 
dimension ; le mouvement des corps situés sur le plan se 
modifie encore. Ayant la même nature, la quatrième 
dimension aurait la même influence ; si elle existait, dans 
le mouvement des corps pesants observé et calculé selon 
les trois premières dimensions, nous trouverions des per- 
turbations que nous n'y trouvons pas (1). » 



(1) Taine. De l'Intelligence, 4 e édition, s. II, liv. IV, ch. 11, p. 377-378. 



1 



CONCLUSION 



« L'esprit réclame deux choses d'une construction 
scientifique : la rigueur et la puissance explicative. La ri- 
gueur est parfaite si les démonstrations sont telles que 
l'esprit se reconnaisse obligé, en vertu de ses lois propres 
et non en vertu de données qui lui sont étrangères, 
d'assentir aux conclusions énoncées. La puissance expli- 
cative est parfaite si l'enchaînement des idées est tel que 
l'esprit se trouve contraint, de par la nature même des 
faits extérieurs, à l'accepter comme imposé. Ces deux 
qualités sont bien distinctes : il est facile de le montrer 
sur un exemple. Prenons en effet la question de l'existence 
de l'intégrale définie. Dans une première théorie, on pose 
a priori une somme dont on prouve ensuite qu'elle a une 
limite qu'on appelle intégrale : ici la rigueur est parfaite, 
mais la satisfaction de l'esprit pourtant n'est complète ni 
achevée parce que la raison ne se sent guidée par les 
choses extérieures qu'elle veut comprendre ni dans le 
choix des concepts qu'elle construit ni dans la succession 
des opérations qu'elle fait et qu'il lui semble donc aller 
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au hasard comme pour une sorte de jeu stérile. Une autre 
théorie au contraire repose sur l'intuition de Taire dune 
courbe et joue la raison, dès qu'elle regarde le dehors et 
entend rester d'accord avec les données extérieures, à 
considérer une certaine somme — la même d'ailleurs que 
plus haut — et à croire qu'elle a une limite : cette fois, 
la puissance explicative est parfaite, mais c'est la rigueur 
qui manque. 

« Non seulement la rigueur et la puissance explicative 
sont choses distinctes, mais elles semblent même oppo- 
sées. Il est bien difficile de les concilier: l'histoire delà 
science prouve que, le plus souvent, on n'assure l'une 
qu'au détriment de l'autre (i). » 

Les mathématiciens modernes préfèrent la rigueur à 
la puissance explicative, « et le jour n'est peut-être pas loin 
où la « géométrie numérique » prétendra à l'honneur 
d'être la seule et unique géométrie. Autrefois, on partait 
d'un grand nombre de notions regardée comme primitives, 
irréductibles et intuitives ; telles étaient celles de nombre 
entier, de fraction, de grandeur continue, d'espace, de 
point, de ligne, de surface, etc. Aujourd'hui une seule 
subsiste, celle de nombre entier ; toutes les autres n'en 
sont que des combinaisons, et à ce prix on atteint la ri- 
gueur parfaite (2). » Il y a des gens qui croient savoir ce 
que c'est qu'une surface ; un vrai mathématicien à l'aurore 
du xx e siècle s'élève bien au-dessus de cette notion fondée 



(1) Le Roy et Vincent. Sur l'Idée de nombre. Revue de métaphy- 
sique et de morale* 4 e année, 1896, p. 789-740. 

(2) Poincaré. La logique et l'intuition dans la Science mathématique. 
Enseignement mathématique, i re année, 1899, p. 157. 
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sur l'intuition et déclare que « Ton ne peut savoir ce que 
c'est qu'une surface que quand on sait le calcul inté- 
gral (i) ». La rigueur est absolue, la puissance explicative 
est nulle. 

Les géométries non-euclidiennes nous apparaissent 
comme une forme de la science géométrique intermédiaire 
entre la géométrie d'Euclide, qui cherchait avant tout une 
correspondance aussi grande que possible entre les formes 
idéales et les formes réalisées, et cette géométrie numé- 
rique qui tend à n'être qu'une œuvre purement logique. 
Pour nous, qui croyons qu'on doit essayer de réaliser dans 
la science l'union aussi complète que possible de la rigueur 
et de la puissance explicative, nous les trouvons dans la 
géométrie d'Euclide, que l'on doit tendre à perfectionner, 
non à détruire. Nous ne rejetterons pas pour cela les 
systèmes non-euclidiens ; ils ont droit à une place dans 
l'exposé de la géométrie, pour celles de leurs déductions 
qui correspondent à des figures que nous pouvons ima- 
giner ; dans la géométrie analytique et la géométrie pro- 
jeclive, pour les autres figures. Ils y joueront par rapport 
aux théories du plan et de la droite un rôle analogue à 
celui de la théorie des coniques par rapport à celle du 
cercle. 

Au point de vue philosophique, ces géométries ont eu 
l'avantage de forcer les métaphysiciens à reprendre l'étude 
des fondements de la géométrie et à préciser certaines 
notions. Elles n'ont apporté aucun nouvel argument aux 
théories sur le nombre des dimensions de l'espace, mais 



(1) Poincaré. Ibid., p. i58. 
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elles ont, en quelque sorte, fourni la preuve par l'absurde 
de la nécessité^ des postulats V et VI à la base de la géo- 
métrie de la droite. La suite du développement de ces 
systèmes prouve, en effet, que, sous le nom de droite, ils 
étudient des figures qui ne sont pas la droite du sens 
commun. Par conséquent, la définition de cette figure est 
incomplète si elle ne renferme pas ces deux postulats. 



Delaporte. 



S 



APPENDICE 



EXPOSÉ COMPARATIF DES PREMIÈRES PROPOSITIONS DES GÉO- 
MÉTRIES : EUCLIDIENNE, LOBATSCHEWSKIENNE, RIEMANNIENNE 



Cet exposé n'a d'autre but que de mettre en parallèle 
les premières propositions de la géométrie d'Euclide et des 
nouvelles géométries jusqu'au moment, où, les postulats V 
et VI étant introduits, elles n'ont plus rien de commun 
dans la suite des déductions. 

A l'exemple de M. Mansion, qui a publié un exposé 
semblable dans la Revue Néo-Scolastique (année 1896), 
nous suivrons * le premier livre des Eléments d'Euclide. 
N'ayant pu nous procurer la grande édition que Peyrard 
a publiée en 181 4, (le premier volume manque à la 
Bibliothèque Nationale de Paris), nous citerons d'après 
celle de 1809, nous permettant de placer parmi les de- 
mandes ou postulats les 3 propositions qu'il donne comme 
axiomes 10, u et 12 et que nous sommes convenu dès 
le début de cette étude d'appeler postulats IV, V et VI. 

Pour les nouveaux systèmes nous ferons de nombreux 
emprunts aux recherches géométriques de Lobatschewskij 
et à l'exposé de M. Mansion. 

Il ne nous appartient que la disposition du texte en 
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trois colonnes, disposition qui permet de se rendre 
rapidement compte de ce qui rapproche ou différencie 
les systèmes entre eux. 



I. — Notions communes 

I. Les grandeurs qui sont égales à une même gran- 
deur sont égales entre elles. 

II. Si à des grandeurs égales on ajoute des grandeurs 
égales, les touts seront égaux. 

III. Si de grandeurs égales on retranche des grandeurs 
égales, les restes seront égaux. 

IV. Si à des grandeurs inégales on ajoute dos gran- 
deurs égales, les touts seront inégaux. 

V. Si de grandeurs inégales on retranche des gran- 
deurs égales, les restes seront inégaux. 

VI. Les grandeurs qui sont doubles d'une môme gran- 
deur sont égales entre elles. 

VII. Les grandeurs qui sont les moitiés d'une meme 
grandeur sont égales entre elles. 

VIII. Les grandeurs qui s'ajustent entre elles sont 
égales entre elles. 

IX. Le tout est plus grand que sa partie. 

II. — Définitions et quatre postulats communs 

Le point est ce qui n'a aucune partie (déf. I), 
On appelle limite ce qui est l'extrémité de quelque 
chose (déf. XIII). 
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On appelle figure ce qui est compris par une seule ou 
par plusieurs limites (déf. XIV). 

Une ligne est une longueur sans largeur (déf. II). 

Les extrémités d'une ligne sont des points (déf. III). 

La ligne droite est celle qui est également placée entre 
ses points (déf. IV). 

I Lr Postulat. — On demande qu'en puisse conduire 
une droite d'un point quelconque à un point quelconque. 

II e Postulat. — Qu'on puisse prolonger continuelle- 
ment selon sa direction, une droite finie. 

Une surface est ce qui a longueur et largeur seulement 
(déf. V). 

Les cxlremil.es d'une surface sont des lignes (déf. VI). 

La surface plane est celle qui est également placée 
entre ses droites (déf. VII). 

Un angle plan est l'inclinaison mutuelle de deux lignes 
qui se louchent dans un plan, et qui ne sont point placées 
dans la même direction (déf. VIII). 

Lorsque les lignes qui comprennent un angle sont des 
lignes droites, l'angle s'appelle rectilignc (déf. IX), 

Lorsqu'une droite tombant sur une droite fait les 
angles de suite égaux entre eux, chacun des angles égaux 
est droit; la droite qui tombe est dite perpendiculaire à 
Tégard de celle sur laquelle elle tombe (déf. X). 

IV e Postulat. — On demande que tous les angles 
droits soient égaux entre eux. 

L'angle obtus est celui qui est plus grand qu'un angle 
droit (déf. Xï). 

L'angle aigu est celui qui est plus pelïl. qu'un angle 
droit (déf. XI!), 
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Un cercle est une figure plane comprise par une seule 
ligne qu'on appelle circonférence, et qui est telle que 
toutes les droites menées à la circonférence d'un des points 
placés dans cette figure, sont égales entre elles (déf, XV). 

Ce point se nomme centre du cercle (déf. XVI). 

Le diamètre du cercle est une droite menée par le 
centre, et terminée de l'un et de l'autre cûlé par la cir- 
conférence du cercle: le diamètre partage le cercle en deux 
parties égales (dél\ XVII), 

IIP Postulat. — On demande que d'un point quel- 
conque, et avec un intervalle quelconque, on puisse 
décrire une circonférence de cercle. 

Un demi-cercle est la figure comprise entre le dia- 
mètre et la portion de la circonférence qui est sou tendue 
par le diamètre (déf. XVI II). 

Un segment de cercle est la surface comprise par une 
droite et par la circonférence du cercle (déf, 19). 

Les figures reeulignes sont celles qui sont terminées 
par des droites (déf. ao). 

On appelle Irilatères les figures terminées par trois 
droites (déf. XXI). 

Quadrilatères, celles qui sont terminées par quatre 
droites (déf. XXII). 

Mullilatères, celles qui sont terminées par plus de 
quatre droites (déf. XXV). 

Parmi les figures trilatères, celle qui est terminée 
par trois côtés égaux se nomme triangle équ daterai 
(déf. XXIV). 

Celle qui a seulement deu.v cotés égaux se nomme 
triangle isocèle (déf, XXV). 
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Celle dont tous les côtés sont inégaux se nomme 
triangle scalène (déf. XXVI). 

Parmi les figures trilatères, celle qui a un angle droit 
se nomme triangle rectangle (déf. XXVII). 

Celle qui a un angle obtus se nomme triangle obtus- 
angle (déf. XXVIII). 

Celle qui a trois angles aigus, triangle-rectangle (déf. 
XXIX). 

Parmi les figures quadrilatères, celle qui a ses côtés 
égaux et ses angles droits se nomme carré (déf. XXX). 

Celle qui a ses angles droits, mais qui n'a pas ses 
côtés égaux, se nomme rectangle (déf. XXXI). 

Celle qui a ses côtés égaux, mais qui n'a pas ses angles 
droits, se nomme rhombe (déf. XXXII). 

Celle dont les côtés et les angles opposés sont égaux, 
mais dont tous les côtés ne sont pas égaux et dont 
les angles ne sont pas droits, se nomme rhomboïde (déf. 
XXXIII). 

Les autres quadrilatères, ceux-là exceptés, se nomment 
trapèzes (déf. XXXIV). 



III. — Propositions communes aux trois géométries(i) 

I. Sur une droite donnée et finie, construire un 
triangle équilatéral. 



(i) Plusieurs de ces propositions ne sont rigoureusement vraies en géo- 
métrie riemannienne que si Ton introduit des restrictions provenant de ce que 
la droite riemannienne est une ligne unie. 
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II. Par le point donné, conduire une droite égale à 
une droite donnée. 

III. Deux droites inégales étant données, retrancher 
de la plus grande une droite égale à la plus petite. 

IV. Si deux triangles ont deux côtés égaux à deux 
côtés, chacun à chacun, et un angle égal à un angle, 
savoir l'angle compris entre les côtés égaux, ces triangles 
auront leurs bases égaies; ils seront égaux entre eux, et 
les angles restants, opposés aux côtés égaux, seront égaux 
entre eux. 

V. Dans les triangles isocèles, les angles placés au- 
dessus de la base sont égaux entre eux ; et les côtes égaux 
étant prolongés, les angles placés au-dessous de la base, 
seront aussi égaux entre eux. 

VI. Si deux angles d'un triangle sont égaux entre eux, 
les côtés opposés à ces angles égaux, seront aussi égaux 
entre eux. 

VII. Au-dessus d'une même droite, et à deux points 
différents placés du même côté, on ne peut pas établir 
deux droites égales à deux autres droites, chacune à 
chacune, lorsque les deux premières droites ont les mêmes 
extrémités que les deux dernières. 

VIII. Si deux côtés d'un triangle sont égaux à deux 
côtés d'un autre triangle, chacun à chacun, et si la base 
de l'un est égale à la base de l'autre, les deux angles 
compris entre les côtés égaux seront aussi égaux. 

IX. Partager un angle rectiligne donné en deux parties 
égales. 

X. Partager une droite donnée et finie en deux parties 
égales. 
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XI. Sur une droite donnée et d'un point donné dans 
cette ligne, conduire une droite qui fasse deux angles 
droits avec la droite donnée. 

XII. Sur une droite donnée et indéfinie et d'un point 
placé hors d'elle, mener une perpendiculaire. 

XIII. Si une droite placée sur une autre droite fait des 
angles, elle fera avec elle ou deux angles droits ou deux 
angles égaux à deux angles droits. 

XIV. Si dans un point quelconque d'une ligne droite, 
deux droites placées de différents côtés font avec elle deux 
angles de suite égaux à deux droits, ces deux droites 
seront dans la même direction, c'est-à-dire qu'elles ne for- 
meront qu'une seule et même droite. 

XV. Si deux droites se coupent mutuellement, elles 
font les angles au sommet égaux entre eux. De là il suit 
manifestement que quel que soit le nombre des lignes qui 
se coupent en un point, les angles au point de section 
sont égaux à quatre angles droits. 

XVI. Ayant prolongé un côté d'un triangle quelconque, 
l'angle extérieur est plus grand que chacun des angles 
intérieurs et opposés. 

Soit le triangle ABC, prolongez le côté BC jus- 
qu'en D : je dis que l'angle extérieur ACD est plus 
grand que chacun des angles intérieurs et opposés CBA, 
BAC. 

Partagez la droite AC en deux parties égaies en E 
(prop. X); et qprès avoir conduit la droite BE, prolon- 
gez-la jusqu'en F, faites la droite EF égale à la droite BE 
(prop. III), conduisez la droite FC et prolongez AC jus- 
qu'en G. 



Puisque la droite AE est égale à la droite EC et la 
droite BE égale aussi à la droite EF, les deux droites ÀE, 
EB seront égales aux deux droites CE, EF, chacune à 
chacune ; l'angle AEB est égal à l'angle FEC (prop. XV) 
puisqu'ils sont opposés au sommet ; donc la base ATÎ est 
égale à la base FC (prop. IV). Le triangle ABE est égal 
au triangle FEC, et les angles opposés à des côtés égaux 
sont égaux chacun à chacun : donc l'angle BAE est égal à 
l'angle ECF (ax. IX); mais l'angle ECD estplus grand que 
l'angle ECF ; donc l'angle ACD estplus grand que l'angle 
BAE. Si on partage le côté BC en deux parties égales, on 
démontrera de la même manière que l'angle BGG t c'est- 
à-dire l'angle ACD (prop. XV), estplus grand que Vangle 
ABC. 

Donc, ayant prolongé un côté d'un triangle quel- 
conque, l'angle extérieur est plus grand que chacun des 
angles intérieurs et opposés ; ce qu'il fallait démontrer. 

Cette démonstration suppose que toutes les construc- 
tions se font du côté de la base AB où est situé le triangle, 
et par conséquent qu'aucun point (F en particulier) ne se 
trouve du côté apposé. Ce qui revient à dire que la dé- 
monstration n'est générale qu'au cas où la base AU fait 
partie d'une ligne indéfinie. En géométrie riemaiinienne, 
la droite étant toujours finie, ce théorème et ceux qui en 
dépendent ne sont vrais que dans des cas particuliers, 

Si Saccheri établit facilement que son hypothèse de 
l'angle obtus se détruit d'elle-même, c'est que dans son. 
troisième théorème il admet l'universalité de cette seizième 
proposition d'Euclide. Il montre ensuite (théorème XIV) 
sans difficulté que son hypothèse contredit la dix-septième 
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proposition d'Euclide, qui est une conséquence immé- 
diate de la seizième. 

XVII. Deux angles d'un triangle quelconque, de 
quelque manière qu'ils soient pris, soient moindres que 
deux droits. 

XVIII. Dans tout triangle, un plus grand côté est 
opposé à un plus grand angle. 

XIX. Dans tout triangle, un plus grand angle est 
opposé à un plus grand côté. 

XX. Deux côtés d'un triangle quelconque, de quelque 
manière qu'ils soient pris, sont plus grands que le côté 
restant. 

XXI. Si des extrémités d'un côté d'un triangle ou 
même deux droites qui se rencontrent dans ce triangle, 
ces deux droites seront plus courtes que les deux autres 
côtés du triangle, mais elles comprendront un angle plus 
grand* 

XXIL Avec trois droites égales à trois droites données 
construire un triangle ; il faut que deux de ces trois droites, 
de quelque manière qu'elles soient prises, soient plus 
grandes que la troisième. 

XXI II, Sur une droite donnée et à un point donné 
dans cette droite, construire un angle égal à un angle 
donné. 

XXIV. Si deux triangles ont deux côtés égaux à deux 
côtés, chacun à chacun, et si l'un des angles compris 
entre ces côtés égaux est plus grand que l'autre, la base 
de lun de ces triangles sera aussi plus grande que la base 
de l'autre. 

XXV* Si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à 
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chacun, et si la base de l'un est plus grande que la base do 
l'autre, ils auront aussi les angles compris entre les côtés 
égaux plus grands l'un que l'autre. 

XXVI. Si deux triangles ont deux angles égaux, chacun 
à chacun, s'ils ont de plus un côté égal à un côté, ou celui 
qui est adjacent aux angles égaux ou celui qui est opposé 
à un des angles égaux, ils auront les autres côtés égaux, 
chacun à chacun, et le troisième angle de l'un sera encore 
égal au troisième angle de l'autre. 



IV. 



V e ET VI e POSLULATS 



GÉOMÉTRIE . 
LOBATSCHWSKIENNE 

XXVII. Toutes les droites 
tracées par un même point 
dans un plan peuvent se dis- 
tribuer, par rapport à une 
droite donnée dans ce plan, 
en deux classes, savoir : en 
droites qui coupent la droite 
donnée, et en droites qui ne 
la coupent pas. La droite 
qui forme la limite commune 
de ces 2 classes est dite parai 
lèle à la droite donnée (1). 

Soit abaissée du point A 
(fig.), sur la droite BG, la per 
pendiculaire AD, et soit élevée 
au point A, sur la droite AD, 
la perpendiculaire AE. 

Dans l'angle droit EAD, il 
arrivera ou que toutes les 
droites partant du point A 



(i) LOBATSCHEWSKIJ. Re- 

cherches géométriques sur la 
théorie des parallèles, n° 16. 
Trad. Hoùel. 



GÉOMÉTRIE 
EUCLIDIENNE 

Postulat V. — 
(Qu'il soit deman- 
dé que) si une 
droite tombant sur 
deux droites, fait 
les angles in té 
rieurs du même 
côté plus petits que 
deux droits , ces 
deux droites pro- 
longées à l'infini 
se rencontreront 
du côté où les an- 
gles sont plus petits 
que deux droits. 



Les parallèles 
sont des droites 
qui, étant placées 
dansun même plan 
et prolongées à l'in- 
fini de l'un et de 
l'autre côté, ne se 
rencontrent nulle 
part. (D. XXXV.) 



GÉOMÉTRIE 
RIEMANMENÎ4B 

Postulat V. — (Qu'il soït 
demandé).. ♦, clc. 



XXVIII. Si dcui droites 
passant par un point A ont 
un second point J h ïntersectïou 
B, toutes les au Ims droites du 
plan des deux premières qui 
passent par A passent aussi 
par B (1). 

Soient (fig.) kti, Arf, deux 
droites se rencontrant uno 
seconde fois en un pomï B. 



(1) Ce théorème et les co- 
rollaires qui suivent sont em- 
pruntés à Maison : Premiers 
principes de la tné&rgéomé- 
trie ou géométrie générale. 
Revue néo-scalasUt/ue, mai 

1896. 



1 
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rencontreront la droite DG 
comme le fait AF, par exem- 
ple ; ou bien que quelques- 
unes d'entre elles, comme la 
perpendiculaire AE, ne ren- 
contreront pas DG. Dans Tin- 
certitude si la perpendiculaire 
AE est la seule droite qui ne 
rencontre pas DG, nous ad- 
mettrons la possibilité qu'il 
existé encore d'autres lignes 
telles que AG, qui ne coupent 




pas CD, quelque loin qu'on 
les prolonge. En passant des 
lignes AF qui coupent GD, 
aux lignes AG qui ne coupent 
pas CD, on trouvera nécessai- 
rement une ligne AH, paral- 
lèle à DG, c'est-à-dire une 
ligne d'un côté de laquelle les 
lignes AG ne rencontrent au- 
cune la ligne CD, tandis que, 
de l'autre côté, toutes les lignes 
AF rencontrent GD. L'angle 
II AD, compris entre la pa- 
rallèle HA et la perpendicu- 
laire AD, sera dit Y angle du 



Du point A comme centre, 
avec un rayon Aa plus petit 
que AB, traçons une circon- 
férence abcdefg rencontrant 
Aa en a, Ad en d. Suppo- 
sons, pour fixer les idées, que 
l'arc ad soit les trois sep- 
tièmes de la circonférence. On 
peut concevoir, sur la circon- 
férence, un point g tel que 
l'arc dg— l'arc ad ; je dis 
que la droite Ag rencontrera 
la droite Ad en B. 

En effet, on peut trans- 
porter la figure AaBdA for- 
mée par les deux droites A«B, 
Adh de manière que la pre- 
mière AaB de ces droites 
vienne s'appliquer sur la se- 
conde Adh, et celle-ci sur Ag. 
Puisque AaB et AdB se cou- 
pent en B, il en sera de même 
de ces droites dans leur nou- 
velle position AdB et Ag, ce 
qu'il fallait démontrer. 

Soient encore l'arc ge = dg, 
ef= gc, fb = ef, be = fb. 

Les droites Ag, Ac, A/", 
Ab rencontreront aussi Ad et 
Aa en B. De. cette manière 
les sept droites qui passent 
par A et par les sept points 
a, b, c, d, e, f, g (ceux-ci 
divisent évidemment la cir- 
conférence en parties égales), 
se rencontrent toutes en B. 
Deux d'entre elles d'ailleurs 
ne peuvent se couper avant 
B, car si deux se coupaient en 
X, avant de se couper en B, 
on prouverait qu'il en serait 
de même de toutes, et, par 
suite, de Aa, Ad, dont B ne 
serait pas le second point 
d'intersection. 

Les droites Am, An, pas- 
sant par les points de subdi- 
vision d'un de ces arcs ef, par 
exemple, en trois, ou un plus 
grand nombre de parties égales 
se couperont aussi pour la se- 
conde fois en B. Supposons 
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parallélisme, et nous le dé- 
signerons par n(p), p repré- 
sentant la distance AD. 

Si n(p) est un angle droit, 
le prolongement AE' de la 
perpendiculaire AE sera éga- 
lement parallèle au prolon- 
gement DB de la droite DC, 
et nous ferons remarquer, à 
ce propos, que, par rapport 
aux quatre angles formés au 



d'abord que Tune de ces 
droites A/n rencontre AeB en 
B ; alors on .prouve ai se ment, 
comme plus haul, que An 
rencontre A m en fi, comme 
on a prouvé tantôt quo \g 
rencontre Kd en B. Si A M 
rencontrait AeB avant le point 
B, en X, on verrait eorntno 
plus haut que A/;, puis A/* 
rencontrant A/n et A tr en X ; 




point A par les perpendicu- 
laires AE, AD et leurs pro- 
longements AE', AD', toute 
droite partant du point A est 
comprise, soit par elle-même, 
soit par son prolongement 
dans un des deux angles droits 
diriges vers BC, de sorte que 
à l'exception de la seule pa- 
rallèle EE', toutes ces droites, 
prolongées suffisamment dans 
les deux sens, devront couper 
la ligne BG. 



donc B ne serait pu? le point 
où A/' rencontre Xe pour la 
seconde fois. 

Donc enfin les droites pas- 
sant par A et par les points 
de subdivision de la circonfé- 
rence en un nombre quel- 
conque de parties égales, 
c'est-à-dire toutes les droites- 
imaginables qui émanent de 
A rencontreront Ao, [tour la 
seconde fois en .B. 



H 
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Si l'on a r( p) < — , alors, 
3 
de l'autre côté de AD, il y 
aura une autre droite AK, 
faisant avec AD le même 
angle DAK = rc(/?), laquelle 
sera parallèle au prolonge- 
ment DB de la ligne DG, de 
sorte que, dans cette hypo- 
thèse, il faut distinguer encore 
le sens du parallélisme. 

Toutes les autres droites 
comprises dans Fintérietir des 
deux angles droits dirigés vers 
BC appartiennent aux droites 
sécantes, lorsqu'elles sont si- 
tuées dans l'angle HAK = 21: 
(p) des deux parallèles; elles 
appartiennent, au contraire, 
aux droites non sécantes AG, 
lorsqu'elles sont situées de 
l'autre côté des parallèles AH, 
AK, à l'intérieur des deux 

angles EAH = — — n(p), 
2 

E'AK = — — n(p) entre les 

2 
parallèles et la droite EE', 
perpendiculaire sur AD. De 
l'autre côté de la perpendi- 
culaire EE', les prolonge- 
ments AH', AK' des paral- 
lèles AH, AK seront égale- 
ment parallèles à BG. Parmi 
les^autres droites, celles qui 
sont dans l*angle K'A'H' ap- 
partiendront aux droites sé- 
cantes, celles qui sont dans 
les angles K A'E', H'A'E', 
aux droites non sécantes. 

D'après cela si l'on suppo- 
se rc(p)— > les droites ne pour- 
ront être que sécantes ou pa- 
rallèles. Mais, si l'on admet 

que n(p) = < — , on devra 

considérer alors deux paral- 
lèles, l'une dans un sens, 
l'autre dans le sens opposé ; 
de plus, les autres droites 



Corollaire I. — Deux droites 
quelconques passant par un 
autre point G du plan se cou- 
pent en un second point D, 
situé à la même distance de G 
que A de B. Car on peut 
transporter ces droites dans le 
plan de manière à faire coïn- 
cider G avec A et les droites 
avec deux des droites qui pas- 
sent par A et se rencontrent 
pour la seconde fois en D. 
Nous appellerons 2 A la dis- 
tance AB 00 CD. 

Corollaire II. — La droite 
a A prolongée au delà de A 
en ka aboutit en B, où elle 
rencontre A</B, AcB. 

Définition. — Deux points 
comme A et B f distants de 
2 A sont dits opposés. 

Corollaire III. — A un 
point A de k.a (fig) est op- 
posé un point B' sur ce B 
prolongé ; A'Aa' prolongé 



OU 

.a' 

.A 



a 



B 
B' 



aboutira en B'; donc le pro- 
longement de aB au delà de B 
vers B ' se confond avec A à B ; 
une droite riemannienne est 
donc une ligne fermée AflB 
à A, de longueur 4 A, sur la- 
quelle on peut avancer in- 
définiment comme sur un 



r 
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devront se distinguer en non 
sécantes et en sécantes. 
Dans les deux hypothèses, le 
caractère du parallélisme est 
que la ligne devient sécante 
par la moindre déviation vers 
le côté où est située la paral- 
lèle, de sorte que, si AH est 
parallèle à DC, toute ligne 
AF, faisant, du côté de DG, 
un angle HAF aussi petit que 
Von voudra avec AH, coupera 
nécessairement DG. 

XXIX. Une ligne droite 
conserve le caractère du 
parallélisme en tous ses 
points (1). 

Soit AB (fig.) parallèle à 
CD t et AG perpendiculaire 
sur CD. Considérons deux 




nom La pris à volonté sur la 
ligne AB et sur son prolon- 
gement au delà de la perpen- 
diculaire. Supposons le point 
E situé, par rapport à la per- 
pendiculaire, du même côté 
que celle des directions de AB 
qui est considérée comme pa- 
rai le] c à CD. Abaissons du 
point E sur CD la perpendi- 
culaire EK et menons ensuite 
E¥ de manière qu'elle tombe 
à l'intérieur de l'angle BEK. 
Joignons les points A et F 
par une droite, dont le pro- 
longement devra rencontrer 



(1) L0BAT8CHEWSKU. Op. 
cit.* n° 17. Nous renvoyons 
aui propositions d'Euclide et 
non à celles de Lobatschewskij . 



cercle, mais où la distance 
maximade deux points est 3 A, 

Corollaire IV, — Le plan 
riemannien forme de l'en- 
semble des droites rieman- 
niennes Aa, A£, et c est une 
surface fermée, partagée en 
deux régions par chacune de 
ces droites. 

Corollaire V. — Deux 
droites riemanmennes m et n 
quelconques se coupent en 
deux points opposés. En 
effet (hg.) joignons un point 



A 

L_ 



A de la première m a un 
point C de la seconde n par 
une droite AC ; AG rencon- 
trera la première droite en un 
second point B opposé à A, 
la seconde en un second point 
D opposé à C- La ligne ACBA 
sur laquelle se trouvent les 
points C et D est divisée en 
deux parties égales par le 
point B; le point r' étant si- 
tué dans la première partie, 
le point D est ikna la seconde, 
puisque CD = AB = 2 A. La 
ligne m entoure 1g point G 
complètement puisqu'elle ré- 
unit les points A et H, à droite 
et à gauche de la droite ACB. 
Il en résulte que la ligne n 
qui réunit C a D aussi à 
droite et à gauche de ÀGB 
rencontre m en deux points. 
Ces points sont opposes d'après 
le corollaire I. 
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CD quelque part en G (n° 16) 
Nous obtiendrons ainsi un 
triangle AGG, dans l'intérieur 
duquel pénétrera la ligne EF. 
Cette dernière ligne, ne pou- 
vant rencontrer AG par suite 
de la construction cl ne pou 
vant pas non plus rencontrer 
AG ni EK pour la seconde 
fois (prop. VI) coupera né- 
cessairement CD quelque part, 
en H (prop. III). 

Soit maintenant E ' un point 
sur le prolongement de AB 
et E'K' une perpendiculaire 
abaissée sur le prolongement 
de CD. Menons la ligne E 'F ' 
faisant avec AE' un angle 
AE 'F' assez petit pour couper 
AC quelque part en F '. Tirons 
du point A la ligne A, F, 
faisant avec AB un angle égal 
à AE'F, et dont le prolonge- 
ment coupera CD en G (n° 16), 
On formera ainsi un triangle 
AGC, dans lequel pénétrera 
le prolongement de la ligne 
E'F'. Or, cette ligne ne peut 
pas rencontrer une seconde 
fois AE ; elle ne peut pas non 
plus couper AG, puisque 
l'angle BAG = BE'G* (prop. 
VII). Il faudra donc qu'elle 
rencontre CD quelque part 
en G'. 

Donc, quels que soient les 
points E, E', d'où partent les 
lignes EF, E'F', et quelque 
peu qu'elles s'écartent de la 
ligne AB, elles couperont 
toujours la ligne CD, à la- 
quelle AB est parallèle. 

XXX. Deux droites sont 
toujours réciproquement pa- 
rallèles (1). 

Soit AC (fig.) une perpen- 
diculaire sur CD. Menons par 



(i) LOBATSCHEWSKIJ. Op. 

cit., n° 19. 



1 
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le point G la ligne CE faisant 
avec CD un angle aigu quel- 
conque ECD, et abaissons du 
point A sur CE la perpendi- 
culaire AF. Nous formerons 
ainsi un triangle rectangle 
ACF, dont l'hypothénuse AG 
sera plus grande que le côté 
AF de l'angle droit (prop. 
XVIU). Faisons AG = AF, 
et plaçons AF sur AG ; AB 
et FC prendront les positions 




AK et GH, de sorte que l'on 
aura Fangle BAK^FAC. 
Il faudra alors que AK coupe 
la droite DG quelque part en 
K (n° 16) et il en résultera 
un triangle AKG* dans lequel 
la perpendiculaire G H ren- 
contrera la ligne AK en L 
au point de rencontre de la 
ligne CE avec AB. 

De là résulte que CE cou- 
pera toujours AB, quelque 
petit que soit l'angle ECD. 
Donc CD est parallèle à AB 
(n° 16). 

XXXI. Dans un triangle 
rectiligne, la somme des trois 
angles ne peut surpasser deux 
angles droits (i). 

Supposons que dans le 
triangle ABC, la somme des 
trois angles soit k-\-ol. Dans 
le cas où les côtés sont iné- 
gaux, soit BC le plus petit. 
Partageons BC en deux parties 
égales au point D ; par A et 



(i) LOBATSCHEWSKIJ. Op 

cit., n° 19. 

Delaporte. 



XXXII. Dans 
un triangle rectili- 
gne, la somme des 
trois angles ne peut 
surpasser deux an- 
gles droits. (Même 
démonstration.) 



XXXIII. Dans un triangle 
riemannien, la somme des 
trois angles est supérieure à 
deux angles droits (1). 

Soit (fig.) E le milieu de 
CB ; menons AE et prolon- 
geons cette ligne d'une lon- 
gueur EF = AE ; menons 
aussi FB. Le triangle EFB 



(1) Démonstration de M. 
de Tilly. D'après Mansion. 
Rev. néo-scolastique, 1896, 
p. 169-170. 

9 
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D, menons la droite AD, sur 
le prolongement de laquelle 
nous prendrons DE = AD ; 
joignons, enfin, le point E au 
point C par la droite EG. 
Dans les deux triangles égaux 
ADB, GgP, on a l'angle 
ABD == DCE, etl'angle BAD 
= DEC (prop. XV). De là 
résulte que la somme des trois 
angles du triangle AGE doit 
être aussi égale à n -\- a. En 




outra, le plus petit angle BAG 
(prop. XVIII)du triangle ABC 
a passé dans le triangle ACE, 
où il se trouve partagé en 
deui parties égales EAG, AEG. 
En continuant de la même 
manière à partager toujours 
en deux parties égales le côté 
opposé au plus petit angle, on 
finira nécessairement par ob- 
tenir un triangle dans lequel 
U somme des trois angles sera 
7z-\-oL t mais où il se trouvera 
deux angles dont chacun sera 
moindre, en valeur absolue, 

que — a. Or, le troisième an- 
gle ne pouvant être plus grand 
que ;:, H faut donc que a soit 
nul ou négatif. 



sera égal à EAG. Supposons 
F à l'intérieur du triangle 
GBO, étant le point de ren- 
contre de ACQ et AB, ou le 
point opposé à A. Soit encore 
I le milieu de BF. Joignons 
AI et prolongeons cette ligne 
de IJ = AI. Si le point J est 
à Tintérieur du triangle BFO, 
soit L le milieu de BJ, LN 
= AL (le point N est en de- 
hors de la figure). Si le point 
N est à l'intérieur du triangle 
BJO, faisons encore une con- 
struction analogue sur le 
triangle ABN et continuons 
de même indéfiniment. 

Les sommes des angles 
dans les triangles successifs 
ABC, ABF, ABJ, ABN, etc. 
sont toujours les mêmes, com- 
me il est facile de le voir. Bien 
entendu, on prendra pour 
l'angle en B des triangles 
ABP, ABJ, ABN..., les 
sommes ABE -h EBF, ABI 

ABJ, ABL-+-LBN, etc. 




Si l'un de ces angles B 
toujours de plus en plus 
grands, est supérieur ou égal 
à deux droits, autrement dit, 
si l'un des points I, L, etc., 
se trouve en dehors du trian- 
gle BCO ou sur BO, le théo- 
rème est démontré, car évi- 
demment cet angle en B, 
avec les deux autres angles du 
triangle considéré a une 
somme supérieure à deux 
droits. 

Or, l'un des points I, L, etc. 
est nécessairement en dehors 
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XXXVI. Si dans un seul 
triangle la somme des trois 
angles est inférieure à deux 
droites, il en sera de même 
pour tout autre triangle. 

(Lobatschewskij, n° 20.) 



XXXVII. Si une droite 
tombant sur deux autres 
droites fait les angles alternes 
égaux entre eux, ces deux 
droites ne se rencontrent pas. 



XXXIX. Si une droite 
tombant ""sur deux autres 
droites fait un angle extérieur 
égal à un angle intérieur op- 
posé et 'placé du même côté 
ou bien si elle fait les angles 
intérieurs et placés du même 
côté égaux à deux droites, ces 
deux droites ne se rencon- 
treront pas. 



XXXV. Si dans 
un seul triangle 
la somme des trois 
angles est égale à 
deux droits, il en 
sera de même pour 
tout autre triangle. 

XXXVIII. Si 
une droite tombant 
sur deux autres 
droites fait les an- 
gles alternes égaux 
entre eux, ces deux 
droites seront pa- 
rallèles. (Euclid., 
prop. XXVII.) 

XL. Si une droite 
tombant sur deux 
autres droites fait 
un angle extérieur 
égal à un angle 
intérieur opposé et 
placé du même 
côté, ou bien si elle 
fait les angles in- 
térieurs et placés du 
même côté égaux 



de BOC. En effet, soit D le 
milieu de A.C ; menons DE, 
£1, IL, etc.'Lo triangle CDE 
est égal au triangle BEL Par 
suite, l'angle f CED s= angle 
IEB, El — DE et en est le 
prolongement, On démontre 
de même que IL^= EL cte, 
est aussi Me prolongement de 
J3I. La droite DEIL coupe 
AGQO, en un point P, situé 
au delà 1 h. 0, à une distance 
OP = ÀD. Par suite, en por- 
tant sur DEIL, indéfiniment 
des arcs, El, IL, etc., égaux 
DE, ijuï est d'ailleurs infé- 
rieure DEP = aA f l*un au 
moins des points I, L, etc. se 
trouvera sur DEIL, soit sur 
la ligne /VB, soit à l'extérieur 
du triangle BGO. Le théorème 
est donc démontré, 

XXX VI. Si dans un seul 
triangle la ^omme des trois 
angles est ^gale à deux droits, 
il en sera de môme pour tout 
autre triangle, 
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a deux droits," ces 
deux droites seront 
parallèles. (Eucl., 
XXIX.) 

XLI. Si une 
droite tombe sur 
deux parallèles, les 
angles alternes sont 
égaux entre eux 
l'angle extérieurest 
égal à l'angle inté- 
rieur opposé et pla- 
cé du même côté, 
et les angles inté- 
rieurs placés du 
même côté sont 
égaux à deux 
droits. (Euclide, 
XXIX.) 

XLII. Les droi- 
tes qui sont paral- 
lèles à une même 
droite sont paral- 
lèles entre elles. 
(Eucl., XXX.) 

XLIH. Ayant 
prolongé un côté 
d'un triangle quel 
conque, l'angle ex- 
térieur est égal 
aux deux angles 
intérieurs et oppo- 
sés, et les trois an- 
gles intérieurs du 
triangle sont égaux 
à deux droits. (Eu 
clid., XXXII.) 

XLIV. Récipro- 
quement, si la 
somme des angles 
de tout triangle est 
égale à deux angles 
droits, le cinquiè- 
me postulat est 
vrai ; c'est-à-dire 
que si deux droites 
qui font avec une 
troisième deux an- 
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gles intérieurs d'un 
môme côté dont la 
somme est plus 
petite que deux 
angles droits, pro- 
longées suffisam- 
ment, se rencon- 
treront de ce côté. 
(Legendre,ia e éd., 
I, a3.) 

En géométrie lobatschews- Corollaire. — 
kienne (rejet du postulat V, En géométrie eu- 
admission du postulat VI), la clidienne (admis- 
somme des angles d'un trian- sion des postulats 
gle est inférieure à deux V et VI), la somme 
droits. Elle ne peut être su- des angles d'un 
périeure (voir XXXIII), ni triangle est égale 
égale (réciproque ci-contre), à deux droits. 

En géométrie lobatschews- 
kienne, le postulat VI est né- 
cessairement vrai, car s'il était 
faux en un seul cas, on pour- 
rait établir la proposition fon- 
damentale de la géométrie 
riemannienne, et le postulat 
V serait admis. 



En géométrie rieman- 
nienne, — nous t'avons 
prouvé — la somme des an- 
gles d'un triangle est supé- 
rieure & deux droits. 



En géométrie rieman- 
nienne le postulat V est néces- 
sairement vrai, puisque deux 
droites d'un même plan se 
rencontrent toujours. 
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